2. määratud integraal

2.1 Pindfunktsioon ja tema tuletis

Kõverjooneliseks trapetsiks nimetatakse kujundit, mille kaks külge on teineteisega paralleelsed sirged (paralleelsed näiteks y teljega). Vaatame siin esialgu lihtsustust, kus ka kolmas külg on sirge (x telg, täpsemalt x telje lõik [a,b]), neljas külg on funktsiooni 
[image: image168.jpg]


  graafik.

Trapetsiga on sarnasus: kahe vastaskülje paralleelsus.
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Märgime x teljel punkti x ja vaatleme kõverjoonelist trapetsit axXA.
Tähistame trapetsi pindala tähega S.

Pindala S sõltub x-st, igale kindlale x väärtusele vastab pindala S kindel väärtus, seega pindala S on x funktsioon S = S(x).
Seda funktsiooni nimetatakse pindfunktsiooniks.
Definitsioon. Pindfunktsioon on fikseeritud alguse ja muutuva lõpuga kõverjoonelise trapetsi pindala funktsiooni 
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Leiame pindfunktsiooni tuletise: 
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, sellele vastab pindfunktsiooni muut (S, mis on kõverjoonelise trapetsi pindala lõigu 
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Olgu funktsiooni 
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 vähim ja suurim väärtus lõigul 
[image: image7.wmf][

]

x

x

x

D

+

,

 vastavalt m ja M.

Joonestame sellele lõigule ristkülikud kõrgustega m  ja M. 

Pindala (S väärtus asub nende ristkülikute pindalade vahel:
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võrdus esineb vaid siis, kui 
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Kui 
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, lähenevad nii m kui ka M funktsiooni väärtusele kohal x: 
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Järelikult on ka 
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 ning tuletise definitsiooni meenutades 
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      (1)

Leidsime, et pindfunktsiooni tuletis võrdub pindala piirava kõvera lõppordinaadiga.

2.2 kõverjoonse trapetsi pindala

Kõverjoonse trapetsi abBA pindala 
[image: image15.wmf](
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 ehk pindala võrdub pindfunktsiooni väärtusega kohal 
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Valem (1) näitab, et pindfunktsioon on üks funktsiooni 
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 mingi algfunktsioon  funktsioonile 
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Pindfunktsioon võib temast erineda ülimalt konstantse liidetava poolest: 
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Pindfunktsiooni väärtus 
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Leidsime C väärtuse, pannes kokku saame: 
[image: image23].


                  (2)

Kõverjoonse trapetsi abBA pindala valem: 
[image: image24].

                              (3)

Kõverjoonse trapetsi pindala võrdub funktsiooni 
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 suvalise algfunktsiooni väärtuste vahega kohtadel 
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Näide: Leida kõverjoonse trapetsi pindala funktsiooni 
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Üks algfunktsioon funktsioonile 
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Valemi (3) kohaselt on pindala 
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2.3 määratud integraali mõiste

Arvutame kõverjoonse trapetsi abBA pindala teisel teel.

Jaotame lõigu 
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 n osalõiguks. Osalõikude pikkused tähistame 
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Jaotuspunktides joonestame ordinaadid, mis jaotavad trapetsi n väiksemaks kõverjoonseks trapetsiks. 

Valime igal osalõigul 
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Saame 
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Kujundame igale osalõigule ristküliku, mille kõrguseks on graafiku ordinaat valitud punktis vastavalt 
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Nende ristkülikute pindalad on 
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Kõigi niisuguste ristkülikute pindalade summa annab arvutatava pindala ligikaudse väärtuse:
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Mida suuremaks arvuks osadeks on jaotatud lõik 
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 ehk mida suurem on n ning mida väiksemad on osalõigud 
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Pindala täpse väärtuse saame piirväärtusena 
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 kõigi osalõikude pikkuste lähenemisel nullile: 
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Kui valemi (4) paremal pool olev piirväärtus eksisteerib ning ei sõltu osalõikudeks jaotamise viisist ja punktide 
[image: image46.wmf]n
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 valikust, siis nimetatakse teda määratud integraaliks funktsioonist f(x) rajades a-st b-ni ning tähistatakse 
[image: image47].
Arvu a nimetatakse integraali alumiseks rajaks. Arvu b nimetatakse integraali ülemiseks rajaks.

Määratud integraali geomeetriliseks vasteks on kõverjoonse trapetsi pindala:

[image: image48].
Kui kõverjoonne trapets asub allpool x telge, annab määratud integraal tema pindala märgiga 
“-”, sest kõik 
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2.4 newton-leibniz’i valem

Saime kaks valemit kõverjoonse trapetsi pindala arvutamiseks: 
[image: image50] , kus 
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Need valemid arvutavad sama pindala, seega 
[image: image53], kus 
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Valemit nimetatakse Newton-Leibniz’i valemiks.
Määratud integraali arvutamiseks on vaja leida integreeritavale funktsioonile üks algfunktsioon. Leida selle algfunktsiooni väärtuste vahe ülemisel ja alumisel rajal.

Valemi paremat poolt võib kirjutada ka kujul 
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Näide 1: 
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2

0

2

2

0

sin

4

sin

sin

cos

4

0

4

0

=

-

=

-

=

=

ò

p

p

p

x

dx

x


Näide 2:
 
[image: image57.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

2

21

3

65

3

8

3

19

10

3

8

9

10

3

8

9

2

3

2

3

2

3

3

3

3

3

3

2

2

3

3

2

2

3

2

3

3

2

2

3

3

2

2

=

=

+

×

=

+

+

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

+

-

-

-

-

×

+

-

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

+

-

-

-

ò

x

x

x

dx

x

x


2.5 määratud integraali omadusi

1.
Rajade vahetamisel muutub integraali märk: 
[image: image58.wmf](

)

(

)

ò

ò

-

=

b

a

a

b

dx

x

f

dx

x

f

.
Tõestus: Newton-Leibniz’i valemi  järgi:
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2.
Ühtelangevate rajadega määratud integraal on null: 
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Tõestus: Newton-Leibniz’i valemi  järgi: 
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3.
Integreerimispiirkonda võib jaotada osadeks:  Kui 
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Tõestus: Newton-Leibniz’i valemi  järgi:
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4.
Konstantse teguri võib tuua määratud integraali märgi ette: 
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Tõestus: määratud integraali definitsiooni põhjal 
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summa liikmete ühise teguri võib summa märgi ette võtta, saame 
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konstantse teguri võib piirväärtuse märgi ette võtta: 
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5.
Summat ja vahet võib integreerida liikmeti: 
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Tõestus: Määratud integraali definitsiooni põhjal: 
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(lõpliku arvu muutujate summa piirväärtus võrdub nende piirväärtuste summaga (teoreem 2))
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6.
Määratud integraal ei sõltu integreerimismuutuja tähistusest: 
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Tõestus: Newton-Leibniz’i valemi  järgi:
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Kõik tulemused on võrdsed, m.o.t.t.
2.6 muutuja vahetus ja ositi integreerimine määratud integraali korral

Muutuja vahetuse eesmärgiks on algfunktsiooni leidmise hõlbustamine. Uuele muutujale üleminekul tuleb teisendada ka rajad.

Näide:      
[image: image75.wmf](
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  muutujavahetus: 
[image: image76.wmf]dt

dx

dx

dt

x

t

2

1

2

1

2

=

=

+

=



[image: image77.wmf]5

1

2

2

2

3

1

1

2

1

=

+

×

=

=

=

+

×

=

=

t

x

t

x



[image: image78.wmf](

)

15

1

3

1

5

1

2

1

2

1

1

2

1

2

1

2

1

1

2

5

3

5

3

1

5

3

2

5

3

2

2

1

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

=

-

=

-

=

=

=

+

-

-

ò

ò

ò

t

t

dt

t

t

dt

x

dx


Pärast algfunktsiooni leidmist ei ole vaja minna tagasi esialgsele muutujale x.
Ositi integreerimise põhivalem määratud integraali korral: 
[image: image79].
Näide:  
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2.7 määratud integraali rakendusi

pindala arvutamine määratud integraali abil

Määratud integraal annab kõverjoonse trapetsi pindala funktsiooni 
[image: image83.wmf](
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[image: image162.wmf](

)

(

)

2

1

1

0

cos

cos

cos

sin

0

0

=

-

-

-

=

-

-

=

=

-

=

=

ò

p

p

p

x

dx

x

S

Näide 1: Leida kõverjoonse trapetsi pindala funktsiooni 
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Näide 2: Leida kujundi pindala, mida piirab funktsiooni 
[image: image87.wmf]4

2

-

=

x

y

 graafik ja x telg. 

Leiame graafiku lõikepunktid x teljega:
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Kujund asub lõigu 
[image: image89.wmf][
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[image: image163.wmf]Kui kujund on piiratud kahe kõveraga, siis tema pindala avaldub kahe kõverjoonelise trapetsi pindalade vahena: 
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Näide 3: Leida joontega 
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pöördkeha ruumala

Pöörelgu funktsiooni 
[image: image95.wmf](
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Jaotame lõigu 
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Jaotuspunktidest paneme läbi x teljega ristuvad tasandid, mis jaotavad pöördkeha n-ks kettataolisteks osaks. Igal osalõigul 
[image: image98.wmf][
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Asendame vastava pöördkeha osa silindriga, mille põhja raadius on 
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[image: image164.wmf].
Sellise silindri ruumala on  
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Kõigile osalõikudele 
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 konstrueeritud silindrite ruumalade summa annab pöördkeha ruumala ligikaudse väärtuse: 
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See ligikaudne väärtus on seda täpsem, mida lühemad on osalõigud 
[image: image106.wmf][
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Ruumala täpse väärtuse annab piirväärtus 
[image: image107.wmf](
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See piirväärtus on määratud integraal 
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Pöördkeha ruumala: 
[image: image109].
Kui kõver pöörleb ümber y telje 
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, siis tekkiva pöördkeha ruumala lõigu 
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 ulatuses avaldub:

[image: image112].
Näide: Leida pöördkehade ruumalad, mis tekivad parabooli 
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 kaare pöörlemisel ümber x ja y telje, kui 
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a) pöörlemine ümber x telje: 
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[image: image165.bmp]b) pöörlemine ümber y telje:  
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Funktsiooni keskmine väärtus lõigul

Joonestame ristküliku, mille kaks külge on paralleelsed sirged x = a ja x = b ning teised kaks 
y = 0 ja y = k, kus k on funtsiooni f(x) keskmine väärtus lõigul [a;b]. Sellise kujundi pindala on 
[image: image118.wmf]k
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. Selle ristküliku pindala on võrdne joone y = f(x) poolt moodustatud kõverjoonse trapetsi pindalaga:

 
[image: image119]. 

Kokku saame, et funktsiooni keskmine väärtus lõigul [a;b] on 
[image: image120].

Joone kaare pikkus

Jagame kaare n osaks. Kui n → ∞ siis osalõikude pikkused lähenevad nullile ja võime need tinglikult lugeda sirgeteks, mille pikkus avaldub 
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. Kui summeerida, saame määratud integraali:

[image: image123].

2.8 päratud integraalid

Määratud integraali olemasoluks peab funktsioon olema pidev ning rajad lõplikud. Mõnikord on vaja laiendada integraali mõistet juhtudele, kus üks või mõlemad eeldused ei ole täidetud, need on päratud integraalid: lõpmatute rajadega integraal ja katkeva integreeritava funktsiooniga integraal.
lõpmatute rajadega päratud integraalid

Olgu integreerimispiirkonnaks 
[image: image124.wmf][
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Leiame integraali 
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Kui see piirväärtus on olemas ning lõplik, öeldakse, et on olemas päratu integraal funktsioonist f(x) rajades a-st  +(-ni: 
[image: image127] ja see päratu integraal koondub.

Kui piirväärtust ei eksisteeri või see on lõpmatu, siis päratut integraali ei eksisteeri ehk päratu integraal hajub. 

Lõpmatu alumise rajaga integraal: 
[image: image128].
Mõlema lõpmatu rajaga päratu integraal: 
[image: image129].
päratud integraalid katkevast funktsioonist 

Olgu funktsioon f(x) määratud ja pidev, kui 
[image: image130.wmf]b
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 ja määramata või katkev, kui 
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Sel juhul ei saa rääkida integraalist 
[image: image132.wmf](
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 kui integraalsummade piirväärtusest, sest f(x) ei ole pidev lõigul 
[image: image133.wmf][
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 ja see piirväärtus võib puududa.

Punktis b katkeva funktsiooni f(x) integraal defineeritakse järgnevalt: 


[image: image134.wmf](
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Kui piirväärtus eksisteerib, siis nimetatakse antud integraali koonduvaks päratuks integraaliks. Kui piirväärtust ei eksisteeri, siis nimetatakse antud integraali hajuvaks päratuks integraaliks.

Kui funktsioon on katkev lõigu vasakpoolses otspunktis x = a, siis definitsiooni kohaselt 
[image: image135.wmf](
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Kui funktsioon on katkev lõigu mingis seesmises punktis  x = x0, siis loetakse, et 
[image: image136.wmf](
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 eeldusel, et mõlemad integraalid eksisteerivad.

Näide 1: 
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Näide 2:
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Järelikult lõigul 
[image: image143.wmf][
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Ka lõigul 
[image: image145.wmf][
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 integraal hajub. Kui oleksime antud integraali arvutamisel jätnud tähele panemata funktsiooni katkevuse punktis 
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, mis on  geomeetriliselt interpreteerides võimatu.

2.9 numbrilise integreerimise valemid

Määratud integraali arvutamine Newton-Leibniz’i valemi järgi ei osutu alati võimalikuks. Võib juhtuda, et integreeritava funktsiooni algfunktsiooni ei ole võimalik leida elementaarfunktsioonide kaudu ehk me ei oska seda teha.

Kui integreeritav funktsioon on antud tabelina, arvutatakse määratud integraal ligikaudselt.

ristkülikvalem

Olgu antud lõigul 
[image: image148.wmf][

]

b

a

,

  pidev funktsioon 
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millele vastab kõverjoonelise trapetsi pindala.

Jaotame lõigu 
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Tähistame funktsiooni 
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väärtused punktides xi järgnevalt:
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Koostame summad: 
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Mõlemad summad on 

funktsiooni 
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 ja kujutavad ligikaudselt integraale


[image: image157]
Saime ristkülikvalemi. 

Viga on seda väiksem, mida suurem on n.
Näide: Keha alustab liikumist koordinaatide alguspunktist piki x telge, keha kiirus hetkel t avaldub 
[image: image158.wmf]4
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[image: image159.wmf]].
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 Leida keha asukoht (koordinaat) hetkel t = 4. 

Loomulik lahendusidee: kasutame asjaolu, et hetkeline kiirus on ligilähedane keskmisele kiirusele, kui ajavahemik keskmise kiiruse arvutamisel on küllalt väike.

Selleks jagame ajavahemiku 0...4 osadeks, arvutame läbitud vahemaa igas osas ja liidame need kokku:
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 Lahendame selle ülesande nii, kui  (t = 4, (t =2, (t =1, (t =0,1, (t = 0,01 ja  (t = 0,001.

Arvutustulemused on tabelis: 

	(t
	4
	2
	1
	0.5
	0.1
	0.01
	0.001

	(s
	0
	14
	20.5
	23 5/8
	26.065
	26.607
	26.661


Täpne vastus avaldub 26 2/3, selle arvutamine: 
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