integraalarvutus

1. määramata integraal

Definitsioon. Funktsiooni 
[image: image1] algfunktsiooniks nimetatakse niisugust funktsiooni 
[image: image2], mille tuletis võrdub funktsiooniga 
[image: image3]: 
[image: image4].

Funktsioonil on lõpmata palju algfunktsioone, sest kui 
[image: image5.wmf](
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, kus C on suvaline konstant.

Funktsiooni 
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 algfunktsiooniks on kõik funktsioonid 
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Teoreem: Antud funktsiooni mistahes kaks algfunktsiooni võivad teineteisest erineda ülimalt konstantse liidetava poolest.
Tõestus: Olgu 
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 suvalised kaks algfunktsiooni funktsioonile 
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. Siis algfunktsiooni definitsiooni kohaselt: 


[image: image11.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

0

0

;

1

2

1

2

2

1

=

¢

-

=

¢

-

¢

=

¢

=

¢

x

F

x

F

ehk

x

F

x

F

x

f

x

F

x

f

x

F


Nulltuletisteoreemi kohaselt (kui funktsioon omab vahemiku igas punktis tuletist ja see tuletis on kõikjal 0, siis funktsioon on konstantne) on 
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Definitsioon.  Funktsiooni 
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 määramata integraaliks nimetatakse  avaldist 
[image: image14.wmf](
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, kus 
[image: image15]on funktsiooni 
[image: image16] algfunktsioon ja C konstant, mida nimetatakse integreerimiskonstandiks.

Muutujat x nimetatakse integreerimismuutujaks. Integraali märgi all olevat funktsiooni 
[image: image17] nimetatakse integreeritavaks funktsiooniks. Integraalialuseks avaldiseks nimetatakse avaldist 
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1.1. määramata integraali omadused

1. Tuletis määramata integraalist võrdub integreeritava funktsiooniga 
[image: image19.wmf][
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2. Diferentsiaal määramata integraalist võrdub integraalialuse avaldisega: 
[image: image20.wmf](
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3. Määramata integraal mingi funktsiooni tuletisest võrdub selle funktsiooniga pluss suvaline integreerimiskonstant: 
[image: image21.wmf](
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4. Konstantse teguri võib tuua integraalimärgi ette: 
[image: image22.wmf](
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5. Summat ja vahet võib integreerida liikmeti: 
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1.2. integreerimise põhivalemid

Integreerimise põhivalemid saadakse tuletiste põhivalemite “tagurpidi” rakendamisel (vt tuletiste tabel paremalt vasakule). Nende kontrollimiseks tuleb leida parema poole tuletis, mis peab võrduma intergraalialuse funktsiooniga.
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Tõestus (kuna pisut erineb tuletiste tabelis olevast): 
Avaldame x absoluutväärtuse
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1.3. muutuja vahetus integreerimisel

Keerukama avaldise korral võetakse integreerimismuutujaks uus muutuja (tähistame näiteks t, z, u), mille sõltuvus x-st valitakse nii, et integraal teiseneks põhivalemite abil võetavaks.

Peale integreeritava funktsiooni tuleb avaldada uue muutuja kaudu ka integreerimismuutuja diferentsiaal dx. 

Muutuja vahetuse valemi üldkuju: 
[image: image38]
Näide: 
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Vaatame kaht spetsiaalset muutuja vahetust. 

1.
Olgu teada 
[image: image41.wmf](
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Vaja leida 
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 kus a ja b on konstandid. Muutuja vahetus: 
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Saime 
[image: image45]
2.
Kui oskame leida integraali 
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 muutuja vahetus:
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Näide: 
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1.4. ositi integreerimine

Vaatleme funktsioone 
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.  Korrutame argumendi diferentsiaaliga dx:
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 ning määramata integraali 3. omaduse põhjal 
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Ühendame integreerimiskonstandi parema poole integraali omaga, saame ositi integreerimise valemi: 
[image: image59].
Seda võtet kasutatakse, kui integraali märgi all seisab kahe funktsiooni korrutis ja u ning dv tuleb valida nii, et lihtsam oleks arvutada integraali 
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Näide:
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1.5. murdratsionaalsete avaldiste lahutamine osamurdudeks

Ratsionaalmurruks nimetatakse kahe polünoomi jagatist:


[image: image63]
Vaatleme juhtu, kus lugejas asuva polünoomi aste on madalam, kui nimetajas asuva oma, s.t. 
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Sellise murru saab lahutada teatud arvu lihtsamate, nn osamurdude summaks.

Olgu 
[image: image65.wmf](

)

0

=

x

Q

 lahendid erinevad ja reaalsed.

[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

m

c

x

c

x

c

x

c

x

Q

-

-

-

=

K

2

1

0

, siis sellise 
[image: image67.wmf](

)

x

Q

 puhul


[image: image68.wmf](

)

(

)

=

-

+

-

+

-

=

m

m

c

x

A

c

x

A

c

x

A

x

Q

x

P

K

2

2

1

1



 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf](
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Selleks, et leida kordajad 
[image: image70.wmf]m
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Kirjutame välja lineaarse võrrandisüsteemi, milles on m võrrandit ja m tundmatut, mida lahendades saame 
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. On kaks võimalust, kas anda x-le m erinevat väärtust või koostada iga x erineva astme (0 kuni m-1) kordajatest võrrand.
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, kus A ja B on konstandid.
Kui nimetajas oleks tegureid rohkem, saaksime osamurde rohkem – vastavalt igale tegurile ühe.
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See võrdus peab kehtima iga x väärtuse korral. Anname x-le sellised väärtused, et üks tundmatu kordaja oleks 0. Võib anda lihtsaid väärtusi, näiteks x = 0.

[image: image74.wmf](

)

(

)

1

1

1

1

1

2

1

1

1

2

1

-

=

-

=

-

+

-

=

-

×

=

A

A

B

A

x

 


[image: image75.wmf](

)

(

)

B

B

A

x

=

-

+

-

=

-

×

=

3

1

2

2

2

1

2

2

2


Saime 
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Nimetajas on lineaarseid tegureid nii esimeses kui ka kõrgemas astmes.
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Lineaarsele tegurile vastab üks osamurd, kõrgemaastmelisele niimitu murdu, kui on tema aste, kusjuures teguri aste kasvab alates 1 kuni kordse teguri astmeni.
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Nimetajas on esimest järku teguriteks mittelahutuv ruuttegur.
Ruuttegurile vastava osamurru lugeja on x suhtes lineaarne. 


[image: image80.wmf](

)

(

)

8

4

8

4

3

8

2

2

+

-

+

+

=

+

-

+

x

x

C

Bx

x

A

x

x

x

x



[image: image81.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

20

17

17

20

20

2

2

20

17

2

3

2

20

2

4

4

40

2

2

8

2

4

2

3

2

8

2

17

3

5

32

5

32

1

1

8

1

4

1

3

1

8

1

3

8

24

0

0

8

0

4

0

3

0

8

0

8

4

3

8

2

2

2

2

-

=

-

=

-

=

=

-

=

-

+

-

=

-

-

×

-

=

+

+

=

×

+

×

+

+

×

-

=

+

=

-

=

-

×

-

=

+

+

=

×

+

×

+

+

×

-

=

+

=

=

=

×

+

×

+

+

×

-

=

+

=

+

+

+

-

=

+

C

B

C

C

C

C

C

C

C

C

B

A

C

B

A

x

C

B

C

B

C

B

A

C

B

A

x

A

A

C

B

A

x

x

C

Bx

x

x

A

x


Kordajate määramiseks võib võrdsustada vasakul ja paremal pool võrdusmärki olevate muutuja astme kordajad:
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1.6. osamurdude integreerimine

Ratsionaalmurdude hulgas esineb kolme liiki murde:
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Osamurdudeks lahutamine:
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Kordajate määramiseks võib võrdsustada vasakul ja paremal pool võrdusmärki olevate muutuja kõigi astmete kordajad:
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1.7. ratsionaalmurd, mille lugeja aste ei ole madalam nimetaja astmest

Sellist ratsionaalmurdu osamurdudeks lahutada ei saa, enne tuleb lugeja jagamise teel eraldada täisratsionaalne osa.
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1.8. mõnede Irratsionaalsete avaldiste integreerimine
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1.9. trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine
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Määramata integraalid 
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 , leitakse kasutades teisendusvalemeid:
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2.
 Integraalid kujul 
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Kui vähemalt üks kas n või m ei ole paarisarv, siis eraldatakse tegur paaritu astme juurest ja tuuakse sisse uus muutuja: 
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Edasi integreeritakse nagu polünoomi.

Näide: 
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