DIFERENTSIAALVÕRRANDID

SISSEJUHATUS, DIFERENTSIAALVÕRRANDINI VIIV ÜLESANNE

Tehniliste ülesannete matemaatiline analüüs koosneb kolmest etapist:

· ülesande tingimuste esitamine matemaatilise mudelina (modelleerimine);

· matemaatilise ülesande lahendamine;

· saadud tulemuste tõlgendamine.

Oletame, et funktsioon 
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 kirjeldab mingit nähtust.

Sageli ei ole nähtuse vaatlemisel võimalik kindlaks teha x ja y vahelist sõltuvust (see on liiga keeruline), kuid saame määrata suuruste 
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 vahelise seose, ehk saame koostada diferentsiaalvõrrandi.

Definitsioon. Diferentsiaalvõrrandiks nimetatakse võrrandit, mis seob muutujat x otsitava funktsiooniga 
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Saadud seosest muutujate x, y ja tuletiste vahel on vaja tuletada otsene seos x ja y vahel ehk sõltuvus 
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. Selleks tuleb diferentsiaalvõrrand integreerida.

Näide 1: Kehale mõjub jõud F=(20+8t-t2) N, 
[image: image6.wmf]]
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, t on aeg sekundites. Leida keha kiirus aja funktsioonina, kui keha mass on 5 kg.

Näide 2: Mingilt kõrguselt lastakse kukkuda keha, mille mass on m.
Leida seaduspärasus, mille järgi muutub keha langemiskiirus 
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,  kui kehale mõjub peale raskusjõu veel õhutakistus, mis on võrdeline kiirusega (võrdetegur on k). 

Newtoni II seaduse põhjal: 
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dv

 –  liikuva keha kiirendus (kiiruse tuletis aja järgi).

F – kehale liikumise suunas mõjuv jõud.

See jõud koosneb kahest komponendist: 

(mg) raskusjõust ja (-kv) õhutakistusest, see on keha liikumisele vastassuunaline: 
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[image: image11.wmf](
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 on otsitav funktsioon.

Saime seose otsitava funktsiooni ja tema tuletise vahel ehk diferentsiaalvõrrandi funktsiooni v suhtes. See väljendab mõningat tüüpi langevarjude langemise seadust.

Lahendada diferentsiaalvõrrand tähendab leida selline funktsioon 
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, mis samaselt rahuldab diferentsiaalvõrrandit. 

Selliseid funktsioone on lõpmata palju. 

Osutub, et antud diferentsiaalvõrrandit rahuldab funktsioon 
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kus C on mistahes arv.

Tekib küsimus, milline neist funktsioonidest annab otsitava seose v ja t vahel. Selle leidmiseks kasutame lisatingimust, näiteks: keha kukutamisel oli algkiirus 
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Siis funktsioon v võrrandis (2) peab rahuldama algtingimust, hetkel 
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Siit avaldame  
[image: image18.wmf]k
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seega konstant C on leitud ja sõltuvus v ja t vahel avaldub kujul 
[image: image19].

Definitsioon. Harilikeks diferentsiaalvõrranditeks nimetatakse diferentsiaalvõrrandeid, kus otsitav funktsioon sõltub ühest argumendist.

Definitsioon. Osatuletistega diferentsiaalvõrranditeks nimetatakse diferentsiaalvõrrandeid, kus otsitavaks on mitme muutuja funktsioon ja võrrand sisaldab osatuletisi.

Järgnevalt käsitleme ainult harilikke diferentsiaalvõrrandeid (kasutame lühendit DV).

Definitsioon. Diferentsiaalvõrrandi järguks nimetatakse temas sisalduvate tuletiste kõrgeimat järku. 

Diferentsiaalvõrrandi üldkuju: 
[image: image20.wmf](

)

(

)

0

,

,

,

,

,

=

¢

¢

¢

F

n

y

y

y

y

x

K

.
Definitsioon. Diferentsiaalvõrrandi lahendiks (ehk integraaliks) nimetatakse sellist funktsiooni, mille asetamine võrrandisse muudab võrrandi samasuseks.

Definitsioon. Diferentsiaalvõrrandi integraalkõveraks nimetatakse DV lahendile vastavat joont.

Näide: Olgu 
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Näitame, et funktsioon 
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Definitsioon. Diferentsiaalvõrrandi üldlahendiks (ehk üldintegraaliks) nimetatakse DV lahendit, mis sisaldab suvalist konstanti C. 

Võrrandi üldlahendis sisalduvate suvaliste konstantide arv on võrdne võrrandi järguga, st 

n-järku DV üldlahendiks on funktsioon, mis sisaldab n suvalist konstanti:
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või ilmutamata kujul
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DV 
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Nende paraboolide haripunktid asuvad sirgel 
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Üldlahend esitab paraboolide parve. 

Et leida selle parve hulgast niisugune, mis läbib punkti 
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Punkti 
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Definitsioon. Diferentsiaalvõrrandi erilahendiks nimetatakse DV lahendit, mis on saadud üldlahendist konstantidele arvuliste väärtuse andmisel.

Esimest järku DV üldlahendist saame erilahendi, kui rahuldame algtingimuse 
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kus 
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Kuna n-järku DV üldlahend sisaldab n suvalist konstanti, siis on konstantide määramiseks vaja n algtingimust. 

Tihti esitatakse need kujul 
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Definitsioon. Cauchy ülesandeks (ka algtingimustega DV-ks) nimetatakse diferentsiaalvõrrandit 
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 koos algtingimustega 
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ERALDUVATE MUUTUJATEGA DIFERENTSIAALVÕRRAND

Definitsioon. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvõrrandiks nimetatakse diferentsiaalvõrrandit, mis on esitatav kujul 
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Lahendamiseks integreerime liikmeti, saame võrrandi (1) üldlahendi:

[image: image39].
Näide: Leida DV üldlahend (ehk lahendada DV).
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Näide 2 Lahendada DV  
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Üldlahend:   
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)

(

)

C

e

x

e

y

x

y

=

-

-

+

-

-

1

1


Erilahend:  
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Näide 3:


[image: image50.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

C

x

y

C

x

y

C

x

y

C

dx

y

dy

dx

y

dy

y

dx

y

dy

y

dx

dy

y

y

y

+

=

+

=

=

-

=

-

+

=

+

+

+

=

+

=

=

+

=

¢

ò

ò

tan

arctan

arctan

1

1

1

:

1

1

1

0

1

2

2

2

2

2

2


Üldlahend:
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Erilahend:
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HOMOGEENNE ESIMEST JÄRKU DIFERENTSIAALVÕRRAND

Definitsioon. Homogeenseks esimest järku diferentsiaalvõrrandiks nimetatakse võrrandit, mis on esitatav kujul 
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kus 
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 sõltub muutujate y ja x suhtest.

Homogeenseks DV-ks taandub ka võrrand 
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kus 
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 on ühe ja sama astme homogeensed funktsioonid. 

Homogeenne funktsioon 
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Homogeenne DV taandub eralduvate muutujatega võrrandiks, kui teha muutujavahetus: 
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Leiame tuletise x järgi: 
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Asendame seose (3) võrrandisse (1): 
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Saadud DV on u suhtes eralduvate muutujatega võrrand.
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Kui teostada integreerimine ja asendada u tagasi suhtega 
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Kuna tegemist on jagatisega, siis valem ei kehti juhul 
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Vaatleme seda juhtu eraldi: 
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Esialgne võrrand saab kuju:
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Näide 1: Leida DV üldlahend. 
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Näide 2: Leida DV 
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Mõningate teisenduste järel saame: 
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Erilahendi avaldamine: 
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EKSAKTNE DIFERENTSIAALVÕRRAND

Antud kahe muutuja f-ni  F(x,y)  täisdiferentsiaal esitub kujul 
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Kui see täisdiferentsiaal võrdsustada 0-ga, saame  võrrandi 
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mis ongi eksaktne DV (kuna tema vasak pool on täpselt 
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Näide:  Funktsiooni 
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Üldjuhul 
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 on  eksaktne DV parajasti siis, kui 
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Teoreemi põhjal segaosatuletiste võrdsusest  
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 DV  on eksaktne   
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Osutub,  et eksaktne DV on 1. järku DV, kuid tavaliselt mittelineaarne. Üldlahendiks on 
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 ja võrdsustada see konstandiga C. Seda teostame kahes etapis: integreerides üks kord y järgi ja määrates seejärel ühemuutujafunktsiooni 
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Vaatleme järgnevas EDV  
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 algfunktsiooni ja lahendi leidmist.

1.
Kuna 
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[image: image92.wmf](
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2.
Nüüd asetame saadud F(x,y) seosesse 
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Näide 1:  Leida EDV-i  
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Teiseks leiame mõlemast poolest tuletise y järgi:  
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Integreerides saame, et ( = C (konstantne funktsioon), üldjuhul võib tulla ka funktsioon.
EDV üldlahendiks tuleb 
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Märkus.  See meetod  on rakendatav ka teatud mitteeksaktsetel juhtudel (integreerimisteguri abil).

Vahel õnnestub teisendada mitteeksaktne DV eksaktseks, korrutades võrrandi läbi nn. integreeruvusteguriga.
Näide 3:
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Kontrollime, kas EDV: 
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Osutub, et korrutades algvõrrandit  y-ga, saame võrrandi EDV-i.

ESIMEST JÄRKU LINEAARSE DIFERENTSIAALVÕRRANDI LAHENDIVALEM 
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Rakendame EDV  lahendusmeetodit:
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KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARNE HOMOGEENNE TEIST JÄRKU DIFERENTSIAALVÕRRAND

Definitsioon. Konstantsete kordajatega lineaarseks homogeenseks teist järku diferentsiaalvõrrandiks nimetatakse võrrandit kujul 
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kus a, b on konstandid.

Teoreem 1: Lineaarse homogeense võrrandi (1) erilahendite summa on samuti selle võrrandi lahend.

Teoreem 2: Kui 
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Definitsioon. Funktsioone 
[image: image127.wmf](

)

x

y

1

 ja 
[image: image128.wmf](

)

x

y

2

 nimetatakse lineaarselt sõltuvateks, kui leiduvad mingid nullist erinevad reaalarvud C1 ja C2 nii, et kehtib samasus (võrrand kehtib iga x korral funktsioonide määramispiirkonnast)
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Kaht funktsiooni 
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Kahe lineaarselt sõltuva funktsiooni suhe on konstantne:
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Definitsioon. Võrrandile (1) vastavaks karakteristlikuks võrrandiks nimetatakse ruutvõrrandit 
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DV (1) üldlahendi leidmisel tuleb vaadelda kolme eri juhtu, kui karakteristliku võrrandi lahendid on:

· reaalsed ja erinevad

· reaalsed ja ühtivad

· komplekssed

reaalsed ja erinevad karakteristliku võrrandi lahendid
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Kontrollime:
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Saime, et  
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Järelikult on 
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Järeldus: Kuna funktsioonid 
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 on lineaarselt sõltumatud, siis DV (1) üldlahend on esitatav kujul 

[image: image146],

kus C1 ja C2 on suvalised konstandid.

reaalsed ja ühtivad karakteristliku võrrandi lahendid
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Siis DV (1) üldlahendiks on funktsioonide 
[image: image149]
lineaarne kombinatsioon.

Üldlahend on 
[image: image150]

[image: image151].
Näitame, et 
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Eelduse kohaselt 
[image: image155.wmf]0
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, järelikult 
[image: image156] rahuldab DV (1).

Vaatame funktsiooni 
[image: image157]:
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Järelikult funktsioonid 
[image: image159] ja 
[image: image160] on DV (1) lahendid.
Vaatame, kas nad on lineaarselt sõltumatud: 
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Kuna funktsioonid 
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)

x

y

1

 ja 
[image: image163.wmf](

)

x

y

2

 on lineaarselt sõltumatud, siis DV (1) üldlahend on esitatav kujul 
[image: image164].

komplekssed karakteristliku võrrandi lahendid
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Avaldame a ja b:
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DV (1) erilahendid  on 
[image: image169].
Näitame erilahendite kehtivust. Leiame tuletised:

[image: image170.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

x

x

e

x

x

x

x

e

x

x

e

x

x

e

dx

y

d

x

x

e

x

e

x

e

dx

dy

x

x

e

x

e

x

e

dx

dy

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

b

b

a

b

b

a

b

b

b

ab

b

b

a

b

a

b

b

b

ab

b

b

b

a

a

b

b

b

a

b

b

b

a

b

b

b

a

b

b

a

b

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

sin

2

cos

cos

sin

sin

cos

cos

sin

sin

cos

cos

sin

cos

sin

sin

cos

sin

cos

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

×

×

-

-

=

=

×

-

×

-

×

×

-

×

=

=

×

-

×

-

+

×

-

×

×

=

×

+

×

=

×

×

+

×

×

=

×

-

×

=

=

-

×

×

×

+

×

×

=



 EMBED Equation.3  [image: image171.wmf](
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Asetame funktsiooni 
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Järelikult funktsioonid 
[image: image175] 

on DV (1) lahendid.
Vaatame, kas nad on lineaarselt sõltumatud: 
[image: image176.wmf](
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Kuna funktsioonid 
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 on lineaarselt sõltumatud, siis DV (1) üldlahend on esitatav kujul 
[image: image179].
Näide 1: 
[image: image180.wmf]0

3

4

=

+

¢

+

¢

¢

y

y

y


Karakteristlik võrrand: 
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Lahendid on reaalsed ja erinevad, seega üldlahend on esitatav kujul 
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Näide 2: 
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Karakteristlik võrrand: 
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Lahendid on võrdsed, seega üldlahend on esitatav kujul 
[image: image185.wmf]x
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Näide 3: 
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Karakteristlik võrrand: 
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Lahendid on komplekssed, seega üldlahend on esitatav kujul: 
[image: image188.wmf](
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KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARNE MITTEHOMOGEENNE TEIST JÄRKU DIFERENTSIAALVÕRRAND

DV kujul 
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kus a, b on konstandid ja 
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 on argumendi x funktsioon.

Võrrandi (1) üldlahend on esitatav kujul 
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kus 
[image: image192.wmf]h
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 on vastava homogeense võrrandi  
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üldlahend ja Y on võrrandi (1) mingi erilahend.

Erilahendit tuleb leida sarnaselt funktsiooni 
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Esitame erilahendi samuti konstandi kujul 
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Asendame võrrandisse (1):
tuletised 
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Kui võrrandis (1) 
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 on polünoom.
Siis võrrandi (1) erilahendit otsitakse sama astme polünoomina
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Otsime erilahendit kujul 
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Tuleb määrata konstandid A, B ja C nii, et Y oleks (1) erilahend.
Leiame tuletised:
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Asendame võrrandisse (1):
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Korrastame vasakul pool liikmed:
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x sama astmete kordajad peavad olema võrdsed:
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Kui võrrandis (1) 
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Erilahendit otsime kujul:
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Asendame võrrandisse:
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Kui 
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, ehk n on karakteristliku võrrandi lahend, siis otsime üldlahendit kujul kui n on k kordne lahend 
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Erilahendit otsime kujul:

[image: image220.wmf](
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Kui võrrandis (1) puudub liige 
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Märkused

Kui (1) paremal pool esineb eespool vaadeldud funktsioonide summa, siis erilahendi saame, kui otsime teda samade funktsioonide summana.
Ülalkirjeldatud meetod sobib ka juhul, kui (1) parem pool osutub korrutiseks
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