TÕENÄOSUSTEOORIA MÕISTEID
· Sündmuste hulka, kus alati üks sündmus toimub ja see välistab teiste toimumise, nimetame sündmuste täissüsteemiks (täielikuks süsteemiks).

· Võrdvõimalike sündmuste täielikku süsteemi nimetame elementaarsündmuste süsteemiks ja sündmusi elementaarsündmusteks.

· Sündmuse (klassikaliseks) tõenäosuseks nimetame temas sisalduvate (ehk soodsate) elementaarsündmuste arvu ja kõigi elementaarsündmuste arvu suhet P(A)=k/n; 0≤P(A)≤1.
· Kindel sündmus toimub alati (igal katsel):
P(A)=1;
Ω.
· Võimatu sündmus ei toimu kunagi:

P(A)=0;
Ø.
· Juhuslik sündmus: 
0<P(A)<1.
· Kui sündmuse A toimumisel toimub ka sündmus B, siis ütleme, et sündmus B järeldub sündmusest A-st. A(B, niisugusel juhul P(A)≤P(B).
· Sündmusi A ja B nimetame teineteist välistavateks, kui nad ei saa toimuda samaaegselt.

· Sündmuse A vastandsündmuseks Ā nimetame sündmust, mis toimub parajasti siis, kui sündmus A ei toimu: 
P(Ā)=1-P(A).
· Sündmuste A ja B summa on sündmus, mis toimub, kui toimub vähemalt üks sündmustest A või B: 
A(B. 

· Sündmuste A ja B korrutis on sündmus, mis toimub parajasti siis, kui toimuvad sündmused A ja B:  A(B.
· Sündmuste A ja B vahe on sündmus, mis toimub parajasti siis, kui sündmus A toimub, aga sündmus B ei toimu: 
A\B.

· Järeldused: 

· Kui A(B, siis P(A\B)=0

· Kui A(B, siis P(B\A)=P(B)-P(A)
· Kui A, B üksteist välistavad, siis P(A\B)=P(A) 

· Ā= Ω\A

· Tõenäosuste liitmise lause: P(A(B)=P(A)+P(B)-P(A(B). Kui A ja B on üksteist välistavad sündmused, siis P(A(B)=P(A)+P(B).
· Sündmuse A tinglikuks tõenäosuseks tingimusel B nimetame sündmuse A tõenäosust eeldusel, et sündmus B toimub: P(A|B)=P(A(B)/P(B).
· Järeldused: 

· Kui B(A, siis P(A|B)=1

· Kui A, B üksteist välistavad, siis P(A|B)=0
· Tõenäosuste korrutamise lause: P(A(B)=P(B) (P(A|B)=P(A) (P(B|A). Kui A ja B on üksteist välistavad sündmused, siis P(A(B)=0. Siit saab ka avaldada 
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· Sündust A nimetame sõltumatuks sündmusest B, kui sündmuse A tinglik tõenäosus tingimusel B võrdub sündmuse A tingimatu tõenäosusega: P(A|B)=P(A).
· Sündmuse A suhteliseks sageduseks n katselises seerias nimetatakse sündmuse A toimumiste arvu ja katsete arvu n suhet. Et eristada tõenäosusest, tähistatakse P*(A).
Nende teadmistega oskame lahendada väiksemaid ülesandeid tõenäosusteooriast. Aga kui ülesanne on suurem, st võimalike variante rohkem, ei jõua me ilma süstematiseerimata enam näiteks kõiki võimalikke variante loendada.

KOMBINATOORIKA VALEMEID JA MÕISTEID
· Variatsioonideks n elemendist k kaupa nimetame ühendeid, mis sisaldavad k elementi antud n elemendist ning erinevad kas elementide või nende järjestuse poolest. 

Erinevaid variatsioone on 
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· Permutatsioonideks n elemendist nimetame ühendeid, mis sisaldavad kõiki n elementi (üks kord) ja erinevad järjestuse poolest.

Erinevaid permutatsioone on 
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· Kombinatsioonideks n elemendist k kaupa nimetame ühendeid, mis sisaldavad k elementi (antud n elemendi hulgast) ja erinevad vähemalt ühe elemendi poolest.

Erinevaid kombinatsioone on 
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TÕENÄOSUSE ARVUTAMISE VALEMEID
1.
Täistõenäosuse valem 

Olgu {H1,H2,…,Hk} sündmuste täissüsteem (tähistus Hi tuleneb, et neid sündmusi nimetatakse hüpoteesideks) ja saagu sündmus A toimuda ainult koos ühega sündmustest Hi, siis 
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Hästi toimiva loogika korral saame rakendada ka sündmuse klassikalise tõenäosuse valemit k/n ja eelnevat keerukat valemit polegi vaja.

Näide 1: Esimesel liinil toodetakse vahetuse jooksul 100 detaili, praagi tõenäosus on 0.04, teisel liinil on vastavad arvud 150 ja 0.08, kolmandal 200 ja 0.06. Tõenäosus, et kogu osakonna toodangust suvaline detail on praak avaldub: 
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Sama tulemuse saame, kui jagame vahetuse jooksul tõenäoliselt tekkiva praagi kogutoodanguga.


2.
Bayes’i valem  

Arvutame sündmuse Hi tingliku tõenäosuse eeldusel, et toimub sündmus A.

 
[image: image8.wmf]å

=

×

×

=

k

j

j

j

i

i

i

H

A

P

H

P

H

A

P

H

P

A

H

P

1

)

|

(

)

(

)

|

(

)

(

)

|

(

.

Näide 2: Eelmise näite andmetel arvutame tõenäosuse, et praaktoode pärineb esimeselt liinilt. St. A on sündmus, et toode on praak ja H1 sündmus, et pärineb esimeselt liinilt. Sisult arvutame kui palju tuleb 1. liinilt praaki ja jagame kogu osakonna praagiga.
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3.
Bernoull’i valem
Sooritatakse n sõltumatut katset, igal katsel on sündmuse A toimumise tõenäosus P(A)=p. Tõenäosus, et sündmus toimub m korda on: 
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Sündmuse tõenäoseim toimumiste arv m0: 
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See on väga paljudes protsessides rakendatav valem, aga tekib probleem, et suurte m ja n korral arvutada kas tülikas või pole üldse võimalik (proovige taskuarvutil leida 100!).

Kui n on kombinatsioonide arvutamiseks väga suur, on hiljem näidatud viisid, kuidas taandada teistele valemitele (jaotustele).

Ülesanne: Kuuseistiku kasvamaminemise tõenäosus on 0.8. Kui suur on tõenäosus, et 10 ‑st istikust läheb kasvama
a) 10 puud;
b) 8; 
c) 5;
d) vähemalt 2 puud.

JUHUSLIK SUURUS (JS) JA DISKREETNE JUHUSLIK SUURUS (DJS)

Definitsioon. Juhuslikuks suuruseks nimetame suurust, mis katse tulemusel omandab ühe oma võimalikest väärtustest (varem mitte teadaolev, sõltub juhusest).

Definitsioon. JS nimetame diskreetseks juhuslikuks suuruseks, kui tema väärtuste hulk on lõplik või loenduv.

Praktiliselt vaatleme ainult niisuguseid diskreetseid juhuslikke suurusi, mille võimalikud väärtused on 0, 1, 2, 3 ...(mittenegatiivsed täisarvud) või alamhulk eelnevast.

Juhuslikku suurust iseloomustab tema väärtuste hulk ja iga väärtuse tõenäosus.

Definitsioon. Juhusliku suuruse (tõenäosusfunktsioon) jaotusseadus on eeskiri, mis seob juhusliku suuruse võimalikud väärtused ja nende tõenäosused:  pi=P(X=xi). 

Näiteks: diskreetne ühtlane jaotus on defineeritud oma tõenäosusfunktsiooni kaudu: P(X=i)=1/k, i=1,...,k. Täringuviske jaotusseadus tabelina.

Tõenäosusfunktsiooni võib esitada valemina, tabelina, arvupaaridena või graafikuna.

Jaotusseadus (tõenäosusfunktsioon) iseloomustab diskreetset juhuslikku suurust täielikult, aga selle kasutamine on tülikas, eriti kui DJS on palju võimalikke väärtusi. 

Definitsioon. Juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniks nimetame funktsiooni, mis seab väärtusele x vastavusse tõenäosuse, et X ≤ x: F(x)=P(X ≤ x). 

Näide täringuviske jaotusfunktsioonist.

Jaotusfunktsioon on kasulik, kui JS väärtusi on palju. Saame arvutada tõenäosuse, et juhuslik suurus kuulub teatavasse piirkonda (poollõiku): 

P(a<X≤b) = P(X≤b)-P(X≤a) =F(b)-F(a).

See jaotusfunktsiooni definitsioon on üldine ja kehtib ka pideva juhusliku suuruse korral. 

Diskreetse juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Iseloomustamaks lühidalt JS kasutatakse peamiselt kahte-kolme arvu, millest üks kirjeldab suuruse keskmist väärtust ja teine, kui palju väärtused hajuvad selle keskmise ümber (standardhälve).

DJS X keskväärtus defineeritakse valemiga 
[image: image12.wmf],

)

(

1

å

=

×

=

=

k

i

i

i

x

p

X

E

EX

 kus xi tähistab DJS X väärtust ja pi selle väärtuse tõenäosust.

Eriti vanemas kirjanduses esineb keskväärtuse nimena ka ooteväärtus ehk ootus, aga see ei ole hea nimi, sest võib olla üldse võimatu väärtus (näiteks täringuviskel). 

DJS keskväärtus on juhusest sõltumatu suurus. Keskväärtus paikneb DJS väikseima ja suurima väärtuse vahel.

JS funktsiooni korral E(a+bX)=a+bE(X).
DJS dispersiooniks nimetame tema hälbe (keskväärtuse suhtes) ruudu keskväärtust 
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Tähisena kasutatakse ka 
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DJS standardhälbeks nimetame ruutjuurt dispersioonist. S(X)=σ. Seda kasutatakse dispersioonist enam, kuna ta on samas dimensioonis (suurusjärgus) juhusliku suurusega. 

Erinevad juhuslikud suurused ja neile vastavad jaotusfunktsioonid

Bernoulli jaotus

Olgu A mingi sündmus ruumis Ω, tema tõenäosus P(A)=p. Bernoulli jaotusega juhuslikuks suuruseks nimetame juhuslikku suurust X, mis on defineeritud järgmiselt: kui A toimub, siis X=1,kui A ei toimu, siis X=0.

Binoomjaotus

Binoomjaotus on DJS jaotus, mille korral jaotustabel defineeritakse valemiga 
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, k=0,1,...,n.

Juhuslik suurus X on sündmuse A toimumiste arv n sõltumatul katsel, kui sündmuse toimumise tõenäosus igal katsel on p. Sündmuse mittetoimumise tõenäosus igal katsel on siis q =1-p.

Binoomjaotusega on näiteks praakdetailide arv, läbipõlevate pirnide arv, kasvama minevate taimede arv jpm. Binoomjaotus on kõige enam  esinev DJS jaotus, aga probleeme tekib arvutamisel, kui n suur, sest vaja on arvutada faktoriaale, aga juba 10!>3 000 000 ja 70!>10100, see viimane on ülemiseks piiriks taskuarvutitele.

Keskväärtus: EX=np, dispersioon DX=npq, standardhälve 
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Ilma JS väärtuste tõenäosusi leidmata saab teada kõige tõenäolisema sündmuse toimumiste arvu m0: 
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Excelis arvutab vastavat tõenäosust funktsioon BINOMDIST(k,n,p,0/1). Esimesed 3 parameetrit sama tähendusega, viimane arv 0 või 1 näitab kumulatiivsust – kas täpselt P(X=k) või P(X≤k) viimasel juhul väärtus 1.
Poisson’i jaotus
Poisson’i jaotus on DJS jaotus, mille korral jaotustabel defineeritakse valemiga 
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Sarnaselt binoomjaotusele juhuslik suurus tekib n katsel toimuvast k sündmusest, lisaks n→∞ ja p→0. Aga suurus np=λ on “normaalses” suurusjärgus.

Näiteks kirjavigade arv masinakirjutajal/sekretäril. Rikete arv seadmes.

Keskväärtus: EX= λ, dispersioon DX= λ. 

Poissoni piirteoreem: kui katste arv n→∞ ja p→0 nii, et np= λ, siis koondub binoomjaotuse tõenäosus 
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Ehk teiste sõnadega saame Bernoulli valemi asemel kasutada eelmist valemit, mis arvutuslikult lihtsam ja vabaneda n! arvutamisest (n>>k). Loeme tinglikuks piiriks n alates 50 ja p kuni 0.1. Vahetades sündmuse A tema vastandsündmusega, saame kasutada ka juhul kui p<=0.9, sel juhul p ja q vahetavad kohad.
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Excelis arvutab seda funtsioon POISSON(k,λ,0/1). Viimane parameeter näitab kumulatiivasust – kas täpselt P(X=k) või P(X≤k).

Geomeetriline jaotus
Geomeetriline jaotus on DJS jaotus, mille korral jaotustabel defineeritakse valemiga 
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Tekib, kui toimuvad sõltumatud katsed, juhuslikuks suuruseks on katsete arv kuni esimese sündmuse A toimumiseni, igal katsel P(A)=p, P(Ā)=1-p=q.

Keskväärtus EX=1/p, dispersioon DX=q/p2.
PIDEV JUHUSLIK SUURUS
Definitsioon.  JS, mille jaotusfunktsioon on pidev, nimetatakse pidevaks juhuslikuks suuruseks.

Definitsioon.  Pideva juhusliku suuruse tihedusfunktsioon on jaotusfunktsiooni tuletis: f(x)=F’(x). 

Vastupidi, jaotusfunktsiooni saame tihedusfunktsiooni integreerides:
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Et kirjeldada JS väärtuse mingisse lõiku sattumise tõenäosust, saab kasutada nii jaotusfunktsiooni kui tihedusfunktsiooni.

Tihedusfunktsiooni omadused: 

P(a≤X<b) = P(X<b)-P(X<a) =F(b)-F(a)=
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Kui diskreetse juhusliku suuruse korral kõigi väärtuste tõenäosuste summa võrdus ühega, siin analoogiliselt tihedusfunktsiooni graafiku ja x telje vahelise kujundi pindala võrdub ühega. 

PJS korral on iga üksiku väärtuse tõenäosus null. Näiteks tõenäosus, et arvuti juhuslike arvude generaator annab arvu 0.4, on null. Leiame tõenäosuse, et juhuslik suurus asub teatud vahemikes 
 P(a<X≤b).
Seda tõlgendame nii, et näiteks on juhuslik suurus täiskasvanud meesterahva pikkus, kui piisavalt täpselt mõõta, on väärtusi lõpmatult (PJS). Kui tahame saada tõenäosust, et X=177 täpsusega 1 cm, siis arvutame P(176,5<X≤177,5). Kasutades jaotusfunktsiooni P(176,5<X≤177,5) = F(177,5)-F(176,5).

PJS arvkarakteristikud
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Enamkasutatavaid juhusliku suuruse funktsioone:
Juhusliku suuruse tsentreerimine on tema lineaarteisendus valemiga Y=X-EX.
Tsentreeritud JS keskväärtus = 0.

Normeerimine on JS lineaarteisendus valemiga Y=X/σ.
Normeeritud DJS dispersioon ja standardhälve =1.

JS standardiseerimine on tema tsentreerimine ja normeerimine, st lineaarteisendus valemiga Y=(X-EX)/σ.

Ühtlane jaotus
Ühtlane jaotus on PJS jaotus, mille tihedusfunktsioon on konstantne: f(x)=c, kui x([a,b] ja f(x)=0 mujal. 
c=1/(b-a) (tuleneb tihetusf-ni omadusest).

Jaotusf-n F(x)=(x-a)/(b-a).
Praktikas esineb harva, näiteks bussi ooteaeg, ooteaeg valgusfoori taga.

Keskväärtus E(X)=(a+b)/2,  dispersioon D(X)=(b-a)2/12.

Normaaljaotus
Normaaljaotus on PJS jaotus, mille korral tihedusf-n defineeritakse valemiga 
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Jaotusf-n avaldub  
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Normaaljaotuse parameetrid on keskväärtus μ ja standardhälve σ.

Kuna me näidatud integraali analüütiliselt leida ei oska, on tulemused koondatud tabelisse ja seda standardiseeritud (keskväärtus=0 ja standardhälve =1) normaaljaotuse jaoks. 

Standardiseeritud juhuslik suurus X0=(X-μ)/σ.

Standardiseeritud normaaljaotuse suuruse jaotusf-ni tähistame Φ(x) ja tihedusf-ni φ(x). Ka F0 ja f0.

Normaaljaotusega juhuslik suurus tekib olukordades, kus on tegemist paljude sõltumatute tegurite koosmõjuga, kusjuures kõigi nende tegurite mõjud on samas suurusjärgus. Näiteks kultuuride saagikus, inimese pikkus jpm.

Nii on rakendusi normaaljaotusele väga palju.  

Et kujutada ette, kui palju hajub normaaljaotusega juhuslik suurus, kasutatakse rusikareeglina järgnevat.
Kolme sigma reegel: Normaalse (normaal-)jaotuse jaotuskõvera alusest pindalast jääb vahemikku keskväärtus pluss-miinus standardhälve: 68,3%; keskväärtus pluss-miinus kahekordne standardhälve, jääb 95,4%; keskväärtus pluss-miinus kolmekordne standardhälve, jääb 99,7% pindalast (ehk JS väärtustest).

Kui ei ole käepärast tabeleid, kasutame Excelit, ja sealset funktsiooni NORMDIST(x,((((0 või 1), nii pole ka vajadust standardiseerimise järele. Neli parameetrit, väärtus x, JS keskväärtus (, JS standardhälve ( ja viimane 0/1 määrab, kas tahame tihedusfunktsiooni f väärtust (kui 0) või jaotusfunktsiooni F väärtust (kui 1). 

Binoomjaotuse lähendamine normaaljaotusega

Normaaljaotust saab kasutada binoomjaotuse asemel, kui n ja k suured.

Kui n→∞ saab binoomjaotust lähendada normaaljaotusega 
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P(a<X<b)≈F0(xb)-F0(xa),  kus 
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Kui kasutame diskreetse JS lähendamisel pidevat JS, siis kasutame piirkonna rajadena väärtusi, mis jäävad meile sobiva ja mittesobiva väärtuse keskele. Näiteks, kui tahame tõenäosust, et kasvama läheb 80 kuni 125 istikut (rajad kaasa arvatud), siis arvutame normaaljaotuse järgi P(79,5<X≤125,5).

Asümmeetriakordaja ja ekstsess

Siiski pole mitte kõik juhuslikud suurused normaaljaotusega, kõige lihtsamaks  võrdluseks normaaljaotusega kasutatakse kaht arvkarakteristikut, mis pealkirjas mainitud.

Seega ülalnimetatud on samuti juhusliku suuruse arvkarakteristikud, mida peamiselt kasutame konkreetse JS võrdlemisel normaaljaotusega JS. Kuigi arvutada laseme need programmil, esitame ka valemid. 
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 DJS korral ja 
[image: image31.wmf]dx

x

f

EX

x

)

(

)

(

3

3

ò

¥

¥

-

-

=

m

 pideva JS korral.

Asümmeetriakordaja: AsX=
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Asümmeetriakordaja näitab jaotuse sümmeetrilisust keskväärtuse suhtes: kui positiivne, siis väiksemaid väärtusi esineb rohkem (on tõenäolisemad) ja vastupidi. Sümmeetrilise jaotuse korral ( 0.
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Ekstsess (ekstsessikordaja) ExX=
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Näitab tihedusfunktsiooni tõusu (tipu teravust) võrreldes normaaljaotusega (siis ExX=0). Kui positiivne, siis järsem, kui negatiivne, siis laugem.

Studenti jaotus (ka t jaotus)

Looduslikku tekkemehhanismi sel jaotusel pole. Tekib, kui normaaljaotusega JS üldkogumist teha väike valim ja arvutada selle põhjal JS keskmist (see ei võrdu üldkogumi keskväärtusega. Statistikas leiab mitmesuguste vigade hindamisel kasutamist (standardiseeritud) Studenti jaotuse jaotusfunktsioon (otseselt küll selle pöördfunktsioon). Võrreldes normaaljaotusega on siin kaks parameetrit, üks (tähistame k) sõltub valimi suurusest (mida suurem valim, seda väiksem viga, 
k=n-1) ja teine on kvantiil (α). Seega on tabel kahemõõtmeline, lihtsustab õnneks asjaolu, et kasutust leiavad vähesed kvantiilid. 
STATISTIKA
Rahvakeeles omab statistika väga laia tähendust ja seda seotakse paljuga: nii andmete kogumine, andmekogum, andmete esitamine, kui ka andmetöötlus ehk järeldused. Siit (eri tähendustest) ka palju anekdoote statistika kohta. Mittekorrektse analüüsi korral on paljudel naljadel ka alust.

Näiteks nõukogude okupatsiooniaegne statistika ütles, et Eestis juuakse palju ja meil on ajalehtede/ajakirjade tiraažid elaniku kohta suurimad. Järeldused: kas lehtede lugemine ajab jooma? Kas purjus/pohmellis peaga loetakse lehti? jne, kus on põhjus ja kus tagajärg? 

Samuti Soome 2006. a uuring: inimese tervis vs koduloomad. Esialgne analüüsi tulemus oli, et loomaomanikud on haigemad, täiendav analüüs märkas et  sealsed loomaomanikud on keskmisest vanemad, kui võrdluses kasutatavad nn „tavainimesed” ja vanematel inimestel ongi rohkem terviseprobleeme, korrigeeritud analüüs näitas, et seost ei ole.

Statistika on teadus andmete kogumisest, esitamisest ja analüüsist.

MÕISTEID
· Statistiline vaatlus (empiiriline statistika) – statistilise informatsiooni hankimine.

· Kirjeldav statistika – statistilise informatsiooni kompakne ja ülevaatlik esitamine (graafikud, tabelid jm - Excelis).

· Järeldav (analüüsiv) statistika – üldkogumi kohta järelduste tegemine vaatluse abil hangitud andmete põhjal (samuti mõistlik Excelis vm programmiga arvutada, kuna käsitsi arvutusmahud liig suured).

· Objekt – ese, nähtus, indiviid või muu sarnane, mida uuritakse. 
· Tunnus on iseloomulik omadus, mille poolest objektid (nähtused) üksteisega sarnanevad või üksteisest erinevad, tunnuse väärtus omandab erinevatel objektidel erinevaid väärtusi.

· Probleemülesanne – ülesanne, mille lahendamisele saab statistiline uuring kaasa aidata (sotsiaal-, poliitika- või majandusküsimised, jms).

· Statistiline ülesanne – ülesanne, mis lahendub statistiliste meetoditega, lähtub probleemülesandest. Statistiline ülesanne on konkreetne, tavaliselt arvuline. Näiteks: kas kaks tunnust on omavahel seotud (ametiühingu liige saab rohkem/vähem palka, kui mitteliige). Kas tootja kaalub pakendatud kaupa ausalt.

· Üldkogum – kõik objektid, kelle kohta soovitakse saada infot, tihti täpne arv teadmata, kui teada, tähistame N.

· Loend (register) – vahend üldkogumi objektide määramiseks. 

· Valim – uuringusse kaasatud üldkogumi objektid, valimi suurust tähistatakse n-ga. Kui uuritakse kogu üldkogumit, räägitakse kõiksest valimist.

· Valimi kõigi objektide sama tunnuse X väärtused moodustavad statistilise rea.

· Järjestades objektide tunnuse X väärtused, saame tunnuse X variatsioonrea.

· Tunnuse mood on tunnuse enim esinev väärtus. Mood leitav Excelis MODE(). Mood võib ka puududa või esineda näiteks kaks moodi (jaotus bimodaaalne).

· Tunnuse mediaan on selle tunnuse variatsioonrea (tunnuse järjestatud väärtused) keskmine liige, paarisarvulise valimi korral kahe liikme poolsumma. Mediaan leitav Excelis MEDIAN().

· p-kvantiil– arvväärtus, mis jaotab järjestatud statistilise rea (variatsioonrea) osadeks suhteliste mahtudega p ja 1-p, kus p on murdarv vahemikus 0…1. (mediaan, kvatriilid, detsiilid jne.).

· Kvartiilid koos mediaaniga jaotavad variatsioonirea neljaks võrdsel arvul liikmeid sisaldavaks osaks, kusjuures väikeseim (p = 0,25) kannab nimetust alumine kvartiil ja suurim (p = 0,75) kannab nime ülemine kvartiil (nimetatakse ka 1., 2. ja 3. kvartiil).

· Kvintiilid jaotavad rea viieks võrdsel arvul liikmeid sisaldavaks osaks.
· Detsiilid jaotavad rea kümneks võrdsel arvul liikmeid sisaldavaks osaks.

Kui suudame uurida kogu üldkogumit (rahvastiku uuringud) või arvestada kõiki võimalikke tulemusi (münt), saame teoreetilise tõenäosusjaotuse. Siis kasutame tõenäosusteooria tähistust.

Valimi või katsete põhjal saadud sagedustabelist saame leida katselise ehk empiirilise tõenäosusjaotuse. Et seda eristada kasutatakse ka teistsugust tähistust.
UURINGU ETAPID

Planeerimine

Probleemülesande (sisulise ülesande) põhjal statistilise ülesande määramine;

Uuritavate (üldkogumi) määratlemine; 

Valimi valikumeetod, võimalusel üldkogumi loendi hankimine;

Valimi valikumeetodid jagatakse kaheks, tõenäosuslikud ja empiirilised valikud. 

Tõenäosuslik valik - iga üldkogumi objekti kohta on teada tema valimisse sattusime tõenäosus. Tõenäosuslike valikute probleemiks on üldkogumi jaoks registri olemasolu ja sellele juurdepääs ning seejärel valitud objektidega koostöö saavutamine. 

Lihtne juhuslik valik (juhuvalik)

Empiiriline valik - üldkogumi objektide valimisse sattumise tõenäosuses ei ole teada. Empiiriliste valikute korral on probleemiks tulemuste usaldusväärsus, valim ei ole juhuslik, saadud tulemused sõltuvad objektidest, keda uurija (ekspert) suudab või soovib valimisse kaasata.

Mugavusvalim (valimisse satuvad uurijale hetkel kättesaadavad objektid), on halb valikumeetod, aga mugavuse tõttu üsna levinud, 

Lumepallimeetod - valimit kasvatatakse põhimõttel sõbrad/tuttavad -> sõprade tuttavad jne. Näiteks koostan küsimustiku noorte huvide ja huvitegevuse kohta, olles ise kehalise kasvatuse õpetaja ja/ treener, küsitlen enda õpilasi, valimi suurendamise eesmärgil palun seda teha ka enda tuttavatel (kellest paljud samuti treenerid). Tulemusena ei kajasta küsitluse tulemused üldist olukorda noorte hulgas vaid üleesindatud on sportlikud noored.
 mõõtmisvahendi koostamine (otsimine) ehk meid huvitatavate tunnuste valik, tulemuse usaldusväärsuse kontrolliks vaja uuritavate põhitunnuste jaoks kontrolltunnuseid (millest võiksid sõltuda põhitunnused);

mõõtmismeetodi valik ehk andmete kogumise meetod;

Otsene kontakt (vestlus, paberkandjal küsitlus), telefon, e-kiri, tavapost

Andmete kogumine

Andmete kogumine, kodeerimine jms, sisestamine, korrigeerimine.

Andmete töötlemine (kirjeldav statistika, järeldav/analüüsiv statistika)

Statistiline töötlus, analüüs (interpretatsioon), uuringu väärtustamine, publitseerimine (esitamine).
Kasutatakse ka teistsuguseid jaotusi etappideks (tavaliselt viimane etapp veel eraldi osadeks jaotatud). Meie tegeleme selle kursuse raames kolmanda etapiga.
KIRJELDAV STATISTIKA
Statistikas on oluline andmete täpne esitamine. 

Tunnused jagunevad tüüpideks, peamiselt eristatakse kaht tüüpi, mis aga veel eraldi alamtüüpideks jagunevad.

Kvalitatiivsed tunnused ehk mittearvulised tunnused jagunevad veel nominaaltunnusteks ja järjestatavateks tunnusteks, mõnikord vaadeldakse eraldi ka binaartunnust (viimasel ainult kaks väärtust). 

Nominaaltunnus on näiteks inimese silmavärv, elukoht jmt.

Järjestatav tunnus on näiteks inimese haridustase, rahulolu millegagi.

Kvantitatiivsed tunnused ehk arvtunnused jagunevad omakorda pidevateks tunnusteks ja diskreetseteks tunnusteks.

Diskreetse tunnuse väärtuste vahel on lüngad, vahepealsed väärtused ei saa esineda, enamasti on väärtused positiivsed täisarvud. Diskreetse tunnuse näiteks on poe külastajate arv, laste arv peres jmt.

Pidev tunnus saab mingis piirkonnas omandada igasuguseid väärtusi, näiteks inimese kaal, valuutakurss. Tihti on olemuselt pidev tunnus mõõtmistäpsuse tõttu diskreetne.

Erinevaid tunnuseid tuleb analüüsida erinevalt, kõige vähem tulemusi saame nominaaltunnuste kohta ja enim pidevate tunnuste kohta.

Alustatakse andmete sisestamisest andmetabelitena/andmebaasidena (näiteks Excel).
Andmetabel (objekt-tunnus maatriks):

–Iga rida esindab ühte uuritavat objekti (tema mõõtmistulemusi)

–Iga veerg (tulp) esindab ühte tunnust 

Andmetabel ei ole informatiivne, ennekõike suuremate uuringute korral.

Kirjeldav statistika on andmete esitamine kokkuvõtlikul, sisutihedal, ülevaatlikul kujul.

Arvulised näitajad (keskmine, ...);

Graafiline esitus (tabelid, diagrammid, ...).

Kirjeldav statistika on andmeanalüüsi esimene etapp. 
Sagedustabel  - võtab andmetabelist kokku mitmel objektil mingit väärtust esineb ehk esitab vastava sageduse. Peame teadma: 
–milliseid väärtusi tunnus võib omandada;
–kui sageli iga väärtus esines (...mitmel üliõpilasel on hallid silmad...).

Absoluutne sagedus (sagedus) – väärtusele vastav objektide arv.
Suhteline sagedus (sageduste osakaal) - sagedus jagatakse objektide koguarvuga.

Kumulatiivne sagedus (sageduste summa) – absoluutsed sagedused liidetakse kuni käsiloleva väärtuse sageduseni (kaasa arvatud), kasutatakse ka kumulatiivset suhtelist sagedust (liidetakse suhtelised sagedused).

Erind on objekt, millel teatud tunnuse väärtus on ülejäänud valimist oluliselt erinev (üldiselt väljaspool piirkonda keskmine +/- kolmekordne standardhälve).
SISSEJUHATUS, ANDMETE ANALÜÜS JA TÖÖTLEMINE
Millepoolest erineb järeldav statistika tõenäosusteooriast?

Kui tõenäosusteoorias eeldasime, et jaotusparameetrid on teada ja ennustasime, mis katsel juhtuda võib, siis siin suund teistpidi, meil on valimi katsetulemused (küsitlus, mõõdistus jne) ja tahame teha järeldusi kogu üldkogumi kohta, ehk hinnata teoreetilisi jaotusparameetreid. Lisaks uurime tunnuste omavahelisi seoseid. Ka tunnuste arvkarakteristikuid tähistavad sümbolid on erinevad. 

Näiteks mööblitootja uurib toolide vastupidavust koormusele, selleks testitakse teatud arv toole (ei saa olla väga suur, sest testi käigus toode puruneb, lisaks ka uuring maksab üsna palju) ja saadakse tunnuse ’purustav koormus’ väärtused. Aga valimi keskmine ei ole veel kogu toodangu keskmine vaid ainult hinnang sellele. Tekib loomulik küsimus, kui lähedane see on üldkeskmisele?

Valimi mingi tunnuse aritmeetilist keskmist tähistame 
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, Excelis funktsioon AVERAGE.

Üldkogumi keskvääruse punktihinnanguks (hinnang ühe punkti ehk ühe arvu kaudu) ongi valimi tunnuse aritmeetiline keskmine.

Valimi mingi tunnuse dispersiooni nihutamata hinnangut tähistame/arvutame  s2
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 Excelis funktsioon VAR.

Valimi standardhälbe hinnangut tähistame 
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, Excelis funktsioon STDEV.

Kui uuritakse kogu üldkogumit (kõikne valim), siis kasutatakse vastavalt funktsioone VARP ja STDEVP.

Tunnuse maksimaalse väärtuse leiab funktsioon MAX ja minimaalse väärtuse funktsioon MIN.

Kasutatakse ka:

•Geomeetriline keskmine - leidmiseks korrutatakse kõik väärtused (n väärtust) omavahel ja võetakse saadud korrutisest n-juur. Kasutatakse aegridade kasvuindeksite juures. 
•Kaalutud keskmine -  anname igale väärtusele mingi kaalu, korrutame iga väärtuse talle antud kaaluga, liidame kõik korrutised ning jagame kaalude summaga. 
Näide kahemõõtmelisest sagedustabelist (diskreetne tunnus)
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Kui tegemist on pideva tunnusega või ka juhul, kui diskreetsel tunnusel on väärtusi palju, siis tunnuse väärtused grupeeritakse (rühmitatakse).

Tunnuse väärtuste grupeerimisel on sobiv: 

• valida klasside pikkused võrdsetena; 

• klassipiirideks ümmargused arvud; 

• klasside arv suurusjärgus kuupjuur kuni ruutjuur objektide arvust, enamasti aga mitte rohkem kui  20 klassi. 

• Vajadusel võib otsmised klassid jätta lahtiseks. 
Näide pideva tunnuse sagedustabelist
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•Graafikud on eelkõige illustreerivad, alati ei ole sagedused märgitud ning täpseid väärtusi on raske leida.

•Ringdiagrammina (ka sektordiagrammina, rahvakeeli tordilõikudena) esitatud andmeid loevad inimesed üldiselt ebatäpsemalt (just omavaheline võrdlus) kui tulpdiagrammis esitatud andmeid, samas võrdlus tervikuga on sektordiagrammi puhul pisut parem.

•Mustvalge väljaprindi korral on oluline kasutada mustreid, mitte värve.

•Graafik ei tohi olla ülekujundatud ega üleselgitatud.

•Üldiselt kasutatakse mittearvulistele (kvalitatiivsetele) tunnustele ringdiagrammi, arvulistele tulpdiagrammi. 

•Iga töösse lisatud graafik peab omama väärtust ehk lihtsustama info lugemist või esitama uudse kokkuvõtte. Graafik, mis on annab samaväärse info juba esitatud tabeli või tekstiga, ei oma mõtet.

•Ei esitata elementaarseid tabeleid ja diagramme (info, mis tekstina oleks lühem või samaväärne), samuti tuleb vältida info kordamist.

Tunnuse hajumist kirjeldavad arvkarakteristikud

•Haare (Range) = maksimum-miinimum
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•Variatsioonikordajat kasutatakse tunnuste hajuvuse võrdlemisel, variatsioonkordaja avaldub standardhälbe ja aritmeetilise keskmise suhtena, üldiselt avaldatakse %-na:

Kui variatsioonkordaja on umbes 50%, siis tunnus normaalse hajuvusega (keskmine kirjeldab tegelikku tüüpilist väärtust), kui tunduvalt üle 50%, siis tunnus hajus, kui tunduvalt alla 50%, siis tunnus väga vähe hajus. Kui kõik tunnuse kõik väärtused valimis on samad, siis v on 0%.

Kahe tunnuse ühine käitumine

•Sõltuvad tunnused - ühe tunnuse käitumise järgi saab hinnata teise tunnuse käitumist 

–Mis suunas on sõltuvus?

–Kui tugev on sõltuvus?

•Tunnustevahelise seoste tüübid:

–Statistiline sõltuvus – kõige üldisem, määrab vaid, kas on sõltuvus või mitte, suunda ega tugevust ei saa leida. 
–Korrelatiivne sõltuvus – leitav vaid arvulistele tunnuste puhul, määrab sõltuvuse suuna ja tugevuse

–Erinevad korrelatsioonikordajad.

–Funktsionaalne sõltuvus – leitav vaid arvulistele tunnustele, määrab lisaks suunale ja tugevusele ka funktsionaalse sõltuvuse.
Hajuvusdiagramm

Hajuvusdiagramm (ehk korrelatsiooniväli) - hajuvusdiagrammile kantakse kõik valimi objektid. Punkti x-koordinaadiks on esimese tunnuse väärtus ja y-koordinaadiks teise tunnuse väärtus. Kui hajuvusdiagrammil punktid paiknevad tõusvas või langevas “pilvekeses”, siis viitab see ühisele tendentsile tunnuste käitumises. 

Lineaarne korrelatsioonikordaja

•Lineaarne ehk Pearsoni korrelatsioonikordaja r kasutab hajuvusdiagrammi informatsiooni ning on kõige levinum kordaja. Excel'is r = CORREL(X,Y) 

•Korrelatsioonikordaja r omab tähendust vaid pidevatele ja normaaljaotusega tunnustele!
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•Mida lähemal on r absoluutväärtus ühele, seda tugevamalt on tunnused omavahel seotud. 
Omadused:

–Väärtus asub lõigus –1 kuni 1   -1≤ r ≤1.
–Kui tunnused on kasvavalt seotud, on r > 0.

–Kui tunnused on kahanevalt seotud, on r < 0.

–Kui tunnused on sõltumatud, siis r = 0.

–Nõrk seos: kordaja |r|< kui 0.3.
–Keskmine seos: kordaja 0.3< |r| < 0.7.

–Tugev seos: kordaja |r|> 0.7. 

Puudused:

–Mõjutub erinditest (paar erindit võivad “venitada” kordaja suureks, kuigi tegelikult on seos nõrk) – erind välja jätta! 
–Mõjutub kolmandast tunnusest ehk punktid moodustavad mingi kolmanda tunnuse suhtes tõusva (langeva) pilve – uurida kordajaid kolmanda tunnuse väärtuste kaupa 

–Tunneb ära vaid lineaarse seose, muu seose korral (ruutfunktsionaalne seos vms) võib anda tulemuseks nõrga või olematu sõltuvuse.

Kõigil juhtudel on üldjuhul probleem nähtav hajuvusdiagrammilt.

Determinatsioonikordaja on korrelatsioonikordaja ruut. Sisult näitab, kui suur osa ühe tunnuse väärtusest on kirjeldatav teise tunnuse väärtuse kaudu, tihti väljendatakse protsentides.

Regressioonanalüüs
Tahame leida eri tunnuste väärtuste vahel funktsionaalset seost. Matemaatiliselt antakse ette seose tüüp (kas lineaarne või ruutfunktsioon või logaritm vms) ja vastava funktsiooni kordajad arvutatakse vähimruutude meetodil. Viimaseks lahendatakse mitme muutuja funktsiooni ekstreemumülesanne. Aga enamlevinud seosekujudele arvutab seda ka Excel (praktikum).

JÄRELDAV STATISTIKA
Normaaljaotuse keskväärtuse usalduspiirkond

Kõigepealt selgituseks, et midagi ei saa statistiliselt väita 100% kindlusega, kõik esitatud väited kehtivad teatud tõenäosusega, mida nimetatakse usaldusnivooks. Usaldusnivood tähistatakse β , enimlevinud on β väärtus 0.95 ehk 95%, kasutatakse ka teisi väärtusi. Kuidas hinnata üldkogumi keskväärtust 
[image: image39.wmf]m

, kui on teada valimi keskväärtus 
[image: image40.wmf]x

 ja dispersioon s? Kui valim on suur (n>30) või on standardhälve teada, siis kasutame valemit
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kus F0 on normaaljaotuse jaotusfunktsioon. Tähelepanu, kasutades tabelit, teeme seda tagurpidi, st esiteks otsime tabelist vastava tõenäosuse (enamasti 0.95) ja siis sellele tõenäosusele vastava tunnuse väärtuse tabeli äärtest (β=0.95 korral on selleks 1.96).

Kokku tõenäosusega β   
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 . Et kasutamist leiavad vähesed usaldusnivoo β väärtused, saab valemi avaldada:
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Kui valim on väike, siis kasutame Studenti jaotust: 
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, kus k = n-1,  
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Juhusliku sündmuse tõenäosuse usalduspiirkond

Juhuslik sündmus leidis n katsel aset m korda, st saame sündmuse toimumise tõenäosusele p hinnangu 
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, kus 
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Kokku tõenäosusega β 
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Tähelepanu, kasutades tabelit, teeme seda tagurpidi, st esiteks otsime tabelist vastava tõenäosuse (enamasti 0.95) ja siis sellele tõenäosusele vastava tunnuse väärtuse tabeli äärtest (β=0.95 korral on selleks 1.96). 

Et kasutamist leiavad vähesed usaldusnivoo β väärtused saab valemi avaldada
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Näide: Küsitleti 100 inimest ja neist 54 toetas uue tuumaelektrijaama ehitust. Leiame 99% usalduspiirid tuumajaama toetusele. p*=54/100=0,54, q*=0,46, n=100. 
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vaatame tabelisse ja leiame 
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lahendades leiame ε = 0,128. Ehk tõenäosusega 0.99 on tuumajaama toetajaid (kogu rahvastikus) 41 kuni 67%. (0.54-0.128)*100%(41.

Näite järg: Uurime mitu inimest tuleks küsitleda, et samadel andmetel ja usaldusnivooga jääks toetajate osatähtsus üle 50 %. Erinevalt eelmisest lahendusest on nüüd teada ε = 0.04 (54%-50% ja jagame 100, sest ε on tõenäosus) ja pole teada n. 
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ja lahendades n suhtes n > 1030.
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