Sissejuhatus
Miks on tarvis I0plikke korpusi, kui on olemas Q, R, C ?

e Andmed tekivad diskreetsetena voi muudetakse diskreetseteks.
byte, int, float, double
Paljudel juhtudel jaavad arvutused, kasutajale nahtamatuks.

e Reaalselt osatakse realiseerida vaid +, —, -, 0!, iilejadnud
operaatorid on defineeritud nende abil.

e Arvutused ratsionaalarvudega on O (N?), kiillalt tihti esineb
esineb vahetulemuste piiramatu kasv Zzzo(—l)k(Qk) = 0.

e Loplikud korpused pole pidevad — funktsioonide nullkohtade
leidmine on raske.

Teoreem 1. Lopliku korpuse K karakteristika p = char K on
algarv ja (1) = 7Z,

Korpuse aksioomid | Vektoruumi aksioomid
(K'; +) on Abeli rihm
a(b+c) = ab+ ac
(a +b)c = ac+ be
(ab)c = a(bc)
la = a
ab = ba —
a# 0= Ja " -

Loplik  korpus on vektorruum ule iseenda voi suvalise
alamkorpuse(nait. lle Z,). Tehted I6plikus korpuses maarab
baas. Tehete keerukus soltub baasist.



Korpuse laiendamine. Minimaalne polunoom

Korpuste laiendamine on voimalik kahte moodi.

e Lisame elemendi, koos taandamisreegliga. Et tulemuseks oleks
korpus, peab reegel taitma teatud tingimusi.

Naited "
Z2(04) : O‘2+oz—|—1:0 Baase on tapselt 2
X o Oé—|—]_ BlZ{l,a}

e’ a+1 1 o =1{1l,a+ 1}
a—+1 1 «

Laiend Zo(B) : B° + B? + B+ 1 = 0 pole korpus, sest
B+1)(B+1) =" +8"+8+1=0!

Jareldus 1. Olgu f € K[X] polinoom, siis laiend K (a) :
f(a) = 0 on korpus parajasti siis, kui f on taandumatu
polunoom ule K.

e Algebraline lahenemine votame, suurema korpuse K C L
elemendi o ja moodustame minimaalse korpuse K (), mis
sisaldab elementi «.

Definitsioon 1. Korpuse laiend: L : K elemend: o
minimaalne polimoom m, € KI[X]| on vihima astmega
unitaarne polunoom, mille juureks on c.

Jareldus 2. Elemendi o minimaalne polunoom m, jagab
koiki polunoome, mille juureks on c.

Teoreem 2 (Kroneckeri teoreem). Kui polinoom m €&
K[X] on taandumatu, siis L = K[X]/(m) on korpus ja
m(z) = 0.



Lahenemiste samavaarsus. Laiendi moode

Jareldus 3. Kui m, € K[X] on elemendi o« minimaalne
poliinoom, siis K(a) = K[X]/(m).

Jareldus 4. Kui m, € K[X] on elemendi o minimaalne
polimoom, siis [K(a) : K] = deg my.

Teoreem 3. Olgu meil laiendite ahel K C L C M, siis
[M : K| =[M : L][L : K].



Loplike korpuste kirjeldus

Teoreem 4 (Lahutuskorpuse iihesuse teoreem). Igal
mittkonstantsel polunoomil leidub lahutuskorpus ja see on
whene isomorfismi tapsuseni.

Teoreem 5. Iga loplik kaldkorpus K on korpus ehk iga f, g €
K[X] ja iga o € K wvaddartustus fg(a) = f(a)g(a).

Teoreem 6 (Lagrange teoreem). Lopliku rihma G iga
elemend: o jark on ruhma elementide arvu jagaja ehk

ord(a) | |G|.

Teoreem 7. Kui lopliku korpuse K karakteristika on p, siis
leidub n € N nii, et |K| = p".

Teoreem 8 (Uhesuse teoreem). Iga ¢ = p" korral leidub
isomorfismi tapsusens vaid uks loplik korpus Fy, kusjuures see
on polinoomi X? — X lahutuskorpus.

Jareldus 5. Olgu meil taandumatu mn-astme polinoom m €
K[X], siis K(a) : m(a) = 0 on m lahutuskorpus.



Multiplikatiivne ruhm. Diskreetne logaritm

Kas leidub korpuse K element &, mille astmed moodustaksid K *7?

Algoritm (Naiivne algoritm). Sisend K, q wvdljund rihma

moodustaja &.

1. Votta o € K™, kui ord(a) = g — 1 valjastada a.

2. Vétta 8 € K7, leida «y nii, et ord(y) = lem(ord(a), ord(S3)).

3. Kui ord(vy) = q — 1, siis valjastada v muidu korrata sammu
2 vottes a = 7.

Teoreem 9. Kui kommutatiivses ruhmas G on elemendid
jarkudega m ja n, siis leidub element jarguga lcm(m,n).

Jareldus 6. Lopliku korpuse multiplikatitvses rihmas leidub
suurima jarguga element &, mille jark on |K™|.

Olgu meil « # 0. Mis on log,, 87
Naide

Zo(a) : a® +a+1=0

oo | 0O 3| a+1

0 1 4 | o? + «

1 o 5 | o? +a+1

2 o’ | 6| a? +1
Rakendused:

e Diffie-Hellmani votmevahetus, ElI Gamal kruptosisteem,
taisarvude tegurdamine.

e Juurimine, madala astmega vorrandite lahendamine.

e Kiire korrutamine tabelit kasutades.



Galois ruhm

Definitsioon 2. Laiend: L : K isomorfismiks nimetatakse
kujutust, mis on kooskolas korpuse tehetega ja mille ahend
korpusel K on samasus. Kok laiendite isomorfismid moodus-
tavad Galois’ rihma G.

Jareldus 7. Iga laiendte L : K isomorfismi jo p € K[X]
korral p(p(a)) = p(e(a)) ehk isomorfism wviib polinoomi
Juured juurteks.

Teoreem 10 (Lopliku laiendi normaalsus). Lopliku laiendi
(F,)" : F, element o € Fy parajasti siis, kui o(a) = a? = «,
kusjuures o on isomorfism.

Teoreem 11. Lopliku korpuse (Fy)" : F, Galois’ rihm on
tsukliline G = (o), kus o(a) = af.

e Isomorfism 7 on iihesel maaratud moodustaja £ poolt 7(&).
e Element 7(&) peab olema primitiivne.

o Seosest 7(&) = & jareldub a(a) = a'.

Teoreem 12 (Lihtsustatud Galois’ teoreem). Loplike korpuste
loplike laiendite korral kehtib [L : K] = |G]|.

Laiendi (F,)"™ : IF, Galois’ rithmaga seotud suurused jalg ja norm

Tr(e) =3 g(@) = Yo, N(a) = [T g(e) = [[ o

gedG qeG

Mdlemad on teisendused T'r, N : (F,)" — Z,.



Erinevad baasid. Tehete keerukus

e Baasielementide korrutiste kuju maarab ara korrutamise
reeglid. Olgu a;oj = S0, tg.c)ak, siis vektori C' = A - B
komponendid saab leida maatriksite abil C}, = AT.BY

e Kui kasutame lihtsat baasi {1, ,@?,...,a" '}, siis tuleb

realiseerida koik maatrisid T1}.

n—1
e Kasutades tsuklilisest moodustajast saadud baasi {1, B,...37 }
tuleb realiseerida vaid uks maatriks 7',

e Mida vahem on vastavas maatriksis I’ nullist erinevaid
elemente, seda parem.

Duaalset ruumi ((F,)™)" on lihtne samastada korpuse endaga
()"

Definitsioon 3. Olgu meil samastus o — fo € ((Fq)”)*,
siis baasi (o))"~ duaalne baas (B3, ;.’:_01 parajasti siis, kui

fo; (Bj) = dij.



