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Sissejuhatus

Paljud insener-tehnilised iilesanded on seotud detailide koormamisest tuleneva
deformatsiooni hindamisegaga. Enamasti soovitakse teada saada deformatsioo-
nide ulatust ja piirkoormust, mille korral konstruktsioon puruneb. Reeglina viib
probleemi matemaatiline formuleerimine keerukate osatuletistega diferentsiaal-
vorranditeni. Seetottu tehakse mitmeid lihtsustusi alates iilesande mdédtmete
vihendamisest lopetades mitmesuguste ligikaudsete meetoditega. Tiiiipiliseks
néiteks lihtsustustest on tala- ja plaatide teooria, kus kolmemd&otmeline {ilesanne
taandatakse vastavalt iihe- ja kahemo6otmeliseks. Ka lihtsustatud juhul on di-
ferentsiaalvorrandite lahendamine tildjuhul keeruline, seetdttu kasutatakse mit-
mesuguseid ligikaudse lahendamise meetodeid. Uks tdhelepanuviirsemaid on
I6plike elementide meetod, mis taandab lahenduse leidmise lineaarsele vorran-
disiisteemile.

Jargnevas t00s késitleme esmalt keha elastse deformatsioone kirjeldavat mu-
delit. Esimeses peatiikis vaatleme deformatsioonide iildist kolmemd&tmelist mu-
delit ning selle lihtstustust Kirchhoff’i plaaditeooriat. Kasutades &ra mitmesu-
guseid hiipoteese on vdimalik viieteistkiimne tundmatuga diferentsiaalvérran-
disiisteemi asemel lahendada kuue tundmatuga siisteem. Teises peatiikis formu-
leerime 16plike elementide meetodi elastse plaadi jaoks ning ké&sitleme vajalike
suuruste leidmist elementide kaupa. Kolmandas ja neljandas peatiikis teeme &dra
eeltod 16plike elementide realiseerimiseks arvutiprogrammina: alates elementi-
de kujufunktsioonide tuletamisest 16petades integreerimisprobleemidega. Viies
peatiikk dokumenteerib 16plike elementide meetodi realiseerimiseks tehtud t66d:
realiseeritud klasse ja nende testimist. T66 suure mahu tottu on praktiliselt val-
mis vaid kaks elementi.

To6s on kasutatud palju lineaaralgebra tihiseid, mis lihtsustab kirjapilti ja
annab {ihtse metoodika loplike elementide meetodi kasutamiseks muudel juh-
tudel. Moningate tulemuste juures on lugejat sid#stetud keerulistest tehnilistest
tuletuskiikudest, mille puudumine ei vihenda lahenduskiigu selgust. Enamus
keerukatest lihtsustustest on tehtud kasutades stimbolarvutuspaketti Maple V
4.00b.

Allikatena on kasutatud peamiselt raamatut[OttPet92], kuid arvutuslikust
ebatdpsusest tulenevate 16plike elementide meetodi vigade kirjeldus vastab raa-
matule[Cook95]. Eestikeelsete terminite kasutamisel on voetud eeskujuks raama-
tud[Kirs/Arj99] ja [Lahe98]. Lisaks on viidatud méoningatele artiklitele, mil-
le késitlemine véljub t66 piiridest. Ligikaudsete integreerimismeetodite tuleta-
miseks kasutatud raamatute [OttPet92] ja [Ka/Mo/Ne] abi.



I peatiikk

Keha deformatsioone ja pingeid
kirjeldavad matemaatilised mudelid

1 Uldine mudel

Vaatleme tasakaalus olevat koormatud keha st. keha voib olla joudude méjul
deformeerunud, kuid keha kuju ei muutu ajas. Praktikas pole voimalik keha
koormata, ilma et see oma kuju muudaks, kuid paljudel juhtudel pole keha kuju
muutmine kui protsess tehniliselt huvitav, oluline on vaid keha 16ppkuju. Just
nendel juhtudel voetakse aluseks staatilise koormuse mudel, kus eeldatakse, et
keha on mingi aja jooksul saavutanud tasakaalu st. keha deformatsioonidest
tingitud joud tasakaalustavad ajas muutumatud vilisjoud. Keha kuju kirjel-
dav matemaatiline mudel jaguneb loomulikul viisil kaheks osaks: keha tasakaalu
tagavad vorrandid, deformatsioone iseloomustavad geomeetrilised ning konsti-
tutsioonilised vorrandid. Viimased seovad deformatsioonid ja nendele vastavad
elastsusjoud. Tasakaaluvorrandid ei s6ltu materjalist ning koige tildisemal juhul
on tegemist osatuletistega diferentsiaalvorranditega, kus otsitav suurus séltub
kolmest ruumi koordinaadist. Geomeetriliste vorrandite tuletamisel arvestakse
deformatsioonide suurusega. Viiksemate deformatsioonide korral iseloomusta-
vad deformatsioone lihtsad vorrandid. Suuremate deformatsioonide korral on
tarvis arvestada kdrgemate liikmetega, mida vois viikeste deformatsioonide kor-
ral arvestamata jitta. Konstitutsionaalsed vorrandid on erinevate materjalide
korral erinevad, peamiselt kasutatakse elastse, elastse-plastse, jaikplastse, ka-
lestuva, viskoose ja muude materjalide kontseptsioone. Neist koige lihtsam on
elastne, kuna seosed deformatsioonide ja neile vastavate joudude vahel on li-
neaarsed ning ei soltu keha eelnevatest deformatsioonidest. Just sellel pohjusel
vaatleme edaspidi elastse materjali konseptsiooni.

Selleks, et jouda keha tasakaaluvorranditeni on tarvis tuua sisse pinged.
Eeldatakse, et kehas on vaid kahte tiitipi joude: joude mis s6ltuvad ruumalast —
neid nimetame ruumjoududeks ja joude mis sdltuvad pindalast — neid nimetame
pindjoududeks.

dpP n

dS

Joonis 1: Pindjoud keha 1opmata viikeses elemendis



Pindjoud t defineeritakse kui piirvairtus

=
= 4550 dS”

kus dP on pinnatiikile dS vastav joud. Loomulikult s6ltub pindjoud t peale
ruumikoordinaatide ka pinna asendist. Ilmneb, et tuues sisse pingetensori S,
mis on 3 X 3 maatriks, siis on véimalik pindjoud t avaldada pinnanormaali ja
pingetensori S kaudu. Pingetensor defineeritakse koordinaattelgedega risti ole-
vate pindjoudude abil. Olgu sx z-teljega risti oleva pinna pindjoud ning sy ja
s, vastavalt y ja z-teljega risti olevatele pindadele vastavad pindjoud.

Joonis 2: Pingetensori komponendid.

Siis vastavate pindjoudude komponendid tihistatakse

Sx = (Uﬂm Ogzy Umz)Ta
sy = (Oya Oyy Uyz)Ta

Sz = (Uzz Ozy Uzz)Ta

ning vastav pingetensor S

Fiitisikalistest kaalutlustest 1dhtudes voib eeldada, et pindjoud on pidevad. Keha
tasakaalu tingimusest ilmneb, et pingetensor S on siimmeertiline st.

Ogy = Oyax, Ogz = Oz, Oyz = Ozy-

seega on pingetensori S méidramiseks tarvis teada vaid 6 komponenti. Keha
tasakaalu tingimusest on véimalik saada seos

t = ngSx + nySy + NS, (1.1)



kus n = (n, ny n.)T on pinnanormaal. Selle saab kirja panna maatrikskujul
t =STn = Sn.

Kui votta suvaline keha osa 2, mille rajapind on I on tiikati sile!, siis loomulik
tasakaalu tingimus avaldub integraalsel kujul

/tdS+/de:0,
r Q

kus b on ruumjéud ja t on pindjoud. Kirjutades, selle vilja komponent haaval
saame seosed

/tdeJr/ bdV =0, /tde+/ b,dV =0, /tzdS+/ b.dV = 0.
r Q r Q r Q

Asendades vordusest (1.1) suuruse ¢, = sy n, saame vorrandi

/sxTndS+/ b.dV = 0.
r Q

Kasutades vektori divegentsi moistet?

Oug % ou.,

8m+8y+8z’

divua =

saab kirja panna Gauss-Ostragradski teoreemi. Kui vektor u ja selle kompo-
nentide gradiendid on pidevad piirkonnas €2, millel on tiikati sile nullnurkadeta
rajapind I, siis kehtib Gauss-Ostrogradski valem

/divudV:/uTndS,
Q s

kus n on pinnavélisnormaal. Eeldades tingimuste tdidetust, saame vorduse

/ (divsx + bg)dV = 0.
Q

Arvestades piirkonna 2 suvalisust, annab see meile keha iihe tasakaaluvorrandi
divsy + b, =0

Analoogselt saadakse ka iilejdinud kaks tasakaalu vorrandit, seega keha tasa-
kaalu méédravad kolm vérrandit

divsx + by =0, divsy + b, =0, divs, +b. =0, (1.2)

milles esineva ruumjou b saab mé#drata konkreetse iilesande tingimustest.
Enne kui tuletame keha siirdeid ja pingeid siduvad seosed, toome sisse siir-
devektori u, lugedes siirdeks u(z,y, z) punkti (z,y, z) nihet esialgsest asendist

1See eeldus on vajalik Gauss-Ostragradski integreerimisvalemi kasutamiseks. Praktilisi kit-
sendusi see meile ei sea.

2Vahel defineeritakse divergents kasutades piirviirtust ja siis on jirgnev definitsioon teatud
eeldustel jareldus Gauss-Ostragradski valemist. Selleks on tarvis eeldada u ja Vug, Vuy, Vu,
pidevust, kuid kuna me antud teooria raames eeldame vastavate suuruste pidevust, siis on
antud definitsioon loomulikum.



vilisjpudude mojul 1oppasendisse. Eeldades, et siirdevektor on diferentseeruv,
saame vorrandid

Oug Due O

du, = o dz + By dy + 5% dz,
Ouy Ouy Ouy
= e Dy Ty 1.
duy 5 dz + 9y dy + P dz, (1.3)
ou., ou. ou.,

Et saada pingeid, on tarvis teada lopmata véikeste 16ikude pikenemist. Vaatleme
16iku AB, mille pikkus on |AB| = dz.

Joonis 3: Loigu AB pikenemine siirete majul.

Olgu deformatsioonide mojul tulemuseks 16ik A’ B’ siis selle pikkus on

|A'B'| = \/(dm + dug)? + (dy + duy)? + (dz + du)?.

Kui me vaatleme erijuhul 16iku, mis on paraleelne z-teljega, siis dy = dz = 0 ja
seega arvestades vorrandeid (1.3) saame

Oug \° ou,\ ou.\’
A'B'| = 1+ == - = )
AP \/< ) +(Ge) (%) @
Enamikus teooriates eeldatakse, et keha on vihesel méiral deformeerunud st.
siirdekomponentide gradiendid on viiksed vorreldes iihikvektoriga:

Ve || <1, V|| <1, V|| < 1. (1.4)

Antud eeldusel vo6ib juure all viimased kaks liidetavat dra jitta ning seega z-telje
suunaline suhteline pikenemine avaldub

_|A'B'| - |AB| _ dx+ F2de —dz Ou,

fer = TAB) dz Oz




Analoogselt saab leida ka y- ja z-teljelise pikenemise, ning seega telgede suuna-
lised deformatsioonid avalduvad kujul
6Uz 6” auz
Exx = %, Eyy a—yy, Eyy = E (15)
Peale telgede suunalise deformatsiooni muutub ka sirgete vaheline nurk. Vaatle-
me kahte risti asetsevat sirgloiku AB ja AC. Loik AB on paraleelne z-teljega ja
AC y-teljega. Vilisjoudude tulemusena muutub nende vaheline nurk £ B'A'C".

Joonis 4: Nurga £ ABC muutumine siirete mojul.

Kui eeldada tingimust (1.4), siis v&ib sirgldikude pikenemise arvestamata jétta
st. |AB| = |A'B'| = dz ja |AC| = |A'C'| = dy. Seega avaldades vastavad
nurgamuutused, saame

du,  duy, . _duy dug
AB| " dz’ Sn®:2 = T0e T ay

sin®; =
kus ©; on nurk 16igu A’ B’ ja x-telje vahel ning ©5 on nurk 15igu A'C" ja y-telje
vahel. Arvestades vorrandeid (1.3), saame tulemuseks

Ouy Ou,

G sin @y = By

sin©®, =

Kuna viikeste nurkade korral on sin © ~ 0, siis téisnurk £ BAC muutub suuruse

ox
vorra, mida nimetatakse nihkedeformatsiooiks. Analoogselt iilejiéinud tasapinda-
des olevad nihkedeformatsioonid

—8u’”+% —%_‘_auz —%_‘_auz
Tay = Oy Oz’ T =g, Ox’ Tv: = ", Oy

(1.6)

Konstruktsioonist l&htuvalt on on nihkedeformatsioonid siimeetrilised st. v, =
Yy, sest indeksid médravad molemal juhul &ra iihe ja sama sama tasandi.



Sellega oleme késitlenud koiki suurusi, mis iseloomustavad deformatsiooni
lokaalses skaalas. Vorrandid (1.5) ja (1.6) médravad tiielikult dra siirete moju
materjalile. Kuna tuletamisel kasutati eeldust, et nihked on viikesed, siis antud
valemid on reaalsusega kooskolas vaid juhul, kui pikenemised on viiksemad kui
3-5%. Et vorrandite tuletamisel lihtuti vaid geomeetrilistest kaalutlustest ning
ei tdpsustatud deformeeritud keha materjali, siis nimetatakse seoseid (1.5) ja
(1.6) geomeetrilisteks seosteks.

Elastse materjali lihtasmaks niiteks on kummipael, mille korral kehtib iihe-
modtmeline Hooke’i seadus ¢ = FEe, kus ¢ = 0., ja € = &,,. Elastse ma-
terjali td4hsam omadus on pingete soltumine ainult deformatsioonikomponen-
tidest €g2, €yy, €22, Yaoy» Yoz J& Vy- Pinged ei soltu sellest, kuidas keha antud
deformatsiooniseisundisse joudis. See muudab arvutused olulisemalt lihtsamaks.
Hooke’ seaduse iildistus on maatrikskujul olev vorrand

o0 = De, (1.7)

kus D on 6 x 6 maatriks ja vektorid € ja o on vastavalt deformatsioone ja pingeid
iseloomustavad vektorid

_ T _ T
€= (Emc Eyy €zz Yoy Yaz ’sz) , o= (Uxx Oyy Ozz Ogy Oxz Uyz) .

Fiitisikalistest kaalutlustest lihtuvalt saab maatriksile seada mitmeid noudeid,
alates siimeetriast DT = D ja maatriksi positiivsest masratusest kuni konkreet-
sete materjalidele vastavatest nouetest. Antud t60s kisitleme materjali, mis on
koigis suundades samasuguse struktuuriga né. isotroopset materjali, sellel juhul
D on avaldatav kujul

1—v v v 0 0 0
v 1-v v 0 0 0
D - E v v 1l-v 0 0 0
C(l+v)(1-22v) | O 0 0 i(1-2v) 0 0
0 0 0 0 1(1-2v) 0
0 0 0 0 0 1(1-2v)

kus E nimetatakse Young’i mooduliks ja v Poisson’i suhteks. Et oleks tdidetud
D positiivse méiratuse noue, peab olema tiidetud

1
—1<1/<§, 0< E. (1.8)

Harilikult on tarvis avaldada deformatsioonid pingete kaudu ja seega on tarvis
teada poordmaatriksit D1

1 v —v 0 0 0
v 1 —v 0 0 0
1 |- —v 1 0 0 0
-1 _ *
b = E| O 0 0 2(1+v) 0 0 (1.9)
0 0 0 0 2(1+v) 0
0 0 0 0 0 2(1+v)

Vahel kasutatakse elastse materjali mudelit, kus ¢ = De + €g. See mudel ise-
loomustab histi temperatuurimuutustest tingitud pingeid, sellel juhul g9 =
eo(AT), kus AT on tempetatuuride vahe.



Vottes kokku tasakaaluvorrandid (1.2), geomeetrilised vorrandid (1.5), (1.6)
ja konstitutsioonilised vorrandid (1.7) on iilesanne kooskolaliselt esitatud. On
kuus pingeid iseloomustavat suurust o; kolm siirdeid iseloomustavat suurust u;
kolm pikenemist iseloomustavat suurust €,, €yy, €;-; kolm nihkedeformatsioone
iseloomustavat suurust 7y, Vzz, Vy: — kokku 15 tundmatut suurust. Samas on
kolm tasakaaluvorrandit; kuus geomeetrilist seost kirjeldavat vorrandit; kuus
konstitutsioonilist vorrandit — kokku 15 vorrandit. Tasakaaluvorrandites ole-
vad ruumjoud b pole tundmatud, need on iga iilesande korral teada. Ruumjou
b fiitisikaliseks sisuks on kehale mojuv viisjoudude poolt tekitatud koormus,
néiteks kehale mojuv raskusjoud. On lihtne veenduda, et kui b = 0, siis iiheks
lahendiks on u = 0 st. kui kehale ei mgju vélisjoud, siis keha kuju ei muutu.
Kuna meil on tegu osatuletistega diferentsiaalvorranditega, siis tuleb ette anda
rajatingimused. Fiitisikalist sisu arvestades on loomulikud rajatingimused keha
pinnal kas siirdevektor u v6i normaali suunaline pingevektor t = Sn. Kuna
vorrandite lahendamine nduab 15 tundamtu leidmist, siis piititakse muutujate
arvu piirata lihtsustavate eeldustega, mida selgitame edaspidi.



2 Uldise mudeli kohandamine elastse plaadi deformatsioo-
nide uurimiseks

Et vihendada vaatluse all olevate tundmatute arvu, tehakse elastse plaadi de-
formatsioonide modeleerimisel mitmeid lihtsustusi ja eeldusi. Esimene ja koige
tahtsam eeldus on, et plaat on dhuke st. plaadi paksus on vorreldes plaadi teiste
modtmetega viike. Plaat peab olema siimeetriline tasandi suhtes, seda tasan-
dit nimetame plaadi keskpinnaks. Olgu plaadi keskpind zy-tasandil, siis plaadi
paksus t voib kiill séltuda z ja y koordinaadist, kuid siimeetria zy-tasandi suh-
tes peab siilima. Plaadile mgjuv koormus peab olema risti plaadi pinnaga. On
lubatub nii pindkoormus ¢, kui punktidesse rakendatud iiksikjoud F;.

P:

Joonis 5: Plaadile méjuv koormus ¢ ja iiksikjoud P; ja Ps.

Ulesande selline piistitus voimaldab meil loobuda z-telje suunalistest soltuvus-
test. Seetottu on kasulik {ile minna iildistatud joududele ja momentidele st. sum-
meerida pinged {ile z-telje. Kui pingete mootiihikuks on N/m?, siis iildistatud
joudude mootiithikuks on N/m. Nii avalduvad z-telje suunalised 16ikejoud

t/2 t/2
Qe Z/ 0z-dz, Qyz :/ Oydz (1.10)
—t/2 —t/2
ja zy-tasandilised membraanjoud
t/2 t/2 t/2
Ny :/ Ozedz, Ny, = / Oyydz, Ngy= Ny, = / orydz. (1.11)
—t/2 —t/2 —t/2

Kui tegelda vaid iildistatud joududega, siis liheb osa deformatsiooni kirjelda-
vat informatsiooni kaotsi, seega tuleb arvesse votta ka pingete poolt tekitatud
momente

/2 t/2 t/2
M, = / 20400z, My, = / 20yydz, Myzyy = My, = / 20 4ydz.
—t/2 —t/2 —t/2
(1.12)

10



Ny« + dN

N xy + dey

Nxx + dN XX

Nyy + dNyy

Nxx

Joonis 6: Lopmata véiikesele plaadielemendile mojuvad membraanjoud.

Vaadeldes ristkiiliku kujulist plaadi tiikki, peab tasakaalu tingimuste tottu ole-
ma

9 dzdy + 9 Y dxdy =0, ONyy dzdy + N, dzdy =0.
Ox Oy Oy Oy

Siit vastavalt dz ja dy 14bi jagades saame kaks osatuletistega diferentsiaalvorran-
dit

ON, ONgy ON, ON,
= =0 W4 = —. 1.13
Ox + Oy ’ Oy + Oy (1.13)
Qx+dQx

Qu

Joonis 7: Lopmata véikesele plaadielemendile mgjuvad 16ikejoud.

11



Analoogiliselt toimides saame seosed ka z-teljeliste joudude tasakaalu jaoks

0Qz: | 0Qy:

¢+ ox oy

=0. (1.14)

Peale joudude tasakaalu tuleb rahuldada veel momentide tasakaalu néue. Vaa-
tame momente plaadi keskpunkti suhtes. Momendid M,, ja Mg, on suunatud
z-teljele ning My, ja My, y-telje sihiliselt.

MY)’

Myx
M.y M.

Joonis 8: Lopmata viikesele plaadielemendile mojuvad momendid.

Arvestades 16ikejoudude poolt pohjustatud lisamomente saame x- ja y-teljeliste
momentide tasakaalu tingimustest veel kaks vorrandit

OM,y  OM My,  OM,

vy _ 2y _
oz Oy = @uz oz + Oy @z (1.15)

Vastavalt joonisele 6 pohjustavad momenente z-telje sihis vaid membraanjoud
Ngy ja Nyu. Arvestades et N, = Ny, on tulemuseks vorrand
ONgy d — ONgy
Oox oy

dy =20

Kuna dx ja dy on suvaliselt valitud, siis peab olema téidetud tingimus

ONgy ONgy 0
oxr Oy 7
Asendades selle vorrandisse (1.13) saame
ONze  ONy,
=YW=y 1.16
ox oy ( )

Seega paraleelselt z ja y teljega on membraanjoud N, ja IV, konstantsed ning
membraanjoud N, on iile kogu plaadi konstantne.

Geomeetriliste seoste tuletamisel kasutame Bernoulli hiipoteesi, st. plaadi
tasapinnad, mis on alul risti zy-tasandiga, jadvad tasapinnalisteks ning on risti
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deformeerunud plaadi keskpinnaga. Lugedes plaadi paksuse muutuse tiihiseks,
on lihtne avaldada plaadi siirded
0 Ow o Ow
U = Uy — 2y Uz SUy —Zpn, Uz =W,
kus up = ug(z,y) on plaadi keskpinna siire zy-tasandil ja w = w(z,y) on plaadi
labipaine. Arvestades seoseid (1.5) ja (1.6), saame deformatsioonikomponente
médravad vorrandid:

L 0w w

T P Ox?’

Y ox Oy?’

€., =0, (1.17)

o oy, o

Yoy = o Oy 0xdy’
Yxz = 07

Yy= = 0.

Need vorrandid kehtivad piki plaadi keskpinna normaali, mis deformatsiooni
korral ei tarvitse enam olla risti xy-tasandiga. Kui lugeda lédbipainded viikesteks,
siis voib normaali lugeda risti olevaks xy-tasandiga mis lihtsustab oluliselt arvu-
tusi. Selllisel eeldusega teooriat nimetatakse Kirchhoff’i plaadi teooriaks. Kuigi
Kirchhoff’i teooria sisaldab endas vastuolu vorrandite (1.10), (1.14) ja vorran-
dite ;. = 0 ja 7y, = 0 vahel on teooria tulemused heas kooskolas tegelikusega,
kui ldbipainded on viikesed. Edaspidi keskendume just sellele teooriale.

Kuna plaadi deformeerimisel on kdige suurema viirtusega deformatsiooni-
komponendid 0.4, 0yy ja 04y, siis voib iilejaéinud deformatsioonikomponendid
lugeda vordseks nulliga, sest siis saavutame kooskola vorrandiga (1.7). Tulemu-
seks on lihtsustatud konstitutsiooniline seos

o=D"¢, (1.18)

pingete ja deformatsioonikomponentide vahel, kus

€= (exx Eyy %ry)T:
0= (0gz Oyy O'xy)T.

Lihtne on veenduda, et maatriks D avaldub kujul

1 v 0
E
D=—+|v 1 0 (1.19)
(1—-v?) 1
Viies vorrandid maatrikskujule, saab esiteks kirja panna siirete ja deformatsioo-
nikomponentide vahelise geomeetrilise seose

e=¢" - zk, (1.20)
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kus € on plaadi keskpinna pikenemine ja x on kéverusmaatriks

T
0 Huo 0 oul 2 2 2 T
60:<8um up oup uy> , E:(aw 0*w 2811)) o

or’ dx’ 8y = Ox oz’ 9y?’ " 9zdy
Asendades selle vorrandisse o = De saame maatriksvorrandi
o =De® — 2Dk.
Defineerime analoogselt momentide ja membraanjoudude vektori

M = (Mzza Myy: sz)T; N = (sz; N, Nzy)T~

yy»

Kasutame siin eelpool tehtud lihtsustavat eeldust, et kuigi l&bipaine muutus w
on mirgatav, on libipainde gradient |[Vw]|| <« 1 ja seega voib plaadi keskpinna
normaali lugeda zy-teljega risti olevaks® Kasutades valemeid (1.12) ja (1.18)
saame seose momentide ja ldbipaide vahel

t/2 t/2 t/2
M = / ozdz = DSO/ zdz — Dli/ 22dz

—t/2 —t/2 —t/2

eeldusel, et maatriks D ei soltu z-koordinaadist. Paremat poolt integreerides
saame tulemuseks 5
t

M = —-—Dk. 1.22

12" (1:22)

Seoseid (1.11) ja (1.18) arvestades, saame maatriksvérrandi
N = De’t.

Membraanjoud soéltuvad vaid plaadi keskpinna pikenemisest ning momendid
soltuvad ainult plaadi libipaindest. See tuleneb eeldusest, et plaadi keskpin-
na normaal on samasihiline z-teljega, mistottu voib Kirchhoff’i teooria raames
lahendada esmalt siisteemi

N = D&%,
ONgz  ONyy
=——=0 1.23
e 9 : (1.23)
Ngy = const
ja seejiarel momente méirava siisteemi
t3
M=-—D
2"
g+ 8§;z " 8§yz —0,
Y (1.24)
OMy,  OM,y, e
Ox Oy vz
OMyy  OMyy
o + 6y - sz-

3Ménikord esitatakse plaatide libipainete teooria selliselt, et momendid, 16ike- ja memb-
raanjoud defineeritakse plaadi keskpinna normaali suhtes. Siis on valemid (1.17) tédpsed ja
lihtsustused tehakse tasakaaluvorrandi kokkupanemisel. Saadavad tulemused on samad, eri-
neb vaid tuletuskaik.
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Seega on membraanjoudude leidmiseks tarvis lahendada viis vorrandit , mis
sisaldavad viit tundmatut: u2, ug, Nue, Nyy ja Nyzy. Momentide korral on kuus
vorrandit ja kuus tundmatut: M., Myy, Myy, Quz, Qy- ja w. Seega molemad
stisteemid on kooskolalised. Stisteemist (1.24) on voimalik 16ikejoud Q. ja @y
ellimineerida: diferentseerides viimast kaht vorrandit ja asendades selle teise
vorrandisse, on tulemuseks teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand

Mz | 0 Myy | OMyy

o 5oy T g T4 (1.25)

Momendid on samuti véimalik ellimineerida: diferentseerides esimest vorrandit
sobivalt komponent haaval ja asendades tulemused vorrandisse (1.25), on tule-
museks neljandat jarku osatuletistega diferentsiaalvérrand ldbipainde w suhtes.
Kui elastsusmaatriks D on konstantne, siis saab vorrand kuju

otw otw otw  12(1—v?)

pe + 2&62(%2 + Byt I (1.26)
Loplike elementide rakendamise seisukohalt on otstarbekas vaadata siisteemi
(1.25), sest selle vorrandi jirk on madal ja sisaldab kiillat vihe tundmatuid.
Kuna siisteem (1.25) on osatuletistega statsionaarne diferentsiaalvorrand, siis
on tarvis tilesande téielikuks lahendamiseks anda veel rajatingimused. Rajatin-
gimuseks v&ib ette anda plaadi ldbipainde, ldbipainde tuletise v6i momendid ja
16ikejoudud. Enam esinevad variantid on

1. plaadi libipainde w ja kalde g—ﬁ andmine rajal;

2. plaadi labipainde w ja véilisnormaali suunalise momendi M, andmine
rajal;

OMpm

3. plaadi servale mojuva efektiivse 16ikejou Q. + “52

suunalise momendi M,,andmine.

ja vélisnormaali

Naiiteks esimesest rajatingimusest on plaadi jaik kinnitus, mille korral w = const

ja g_l.: = const. Plaadi serva fikseerimiseks on Bernoulli hiipoteesist tottu va-

ja kolme suurust w, g—r‘ﬁ ja g—ﬁ, kuid andes ette w oleme samas ette andnud
dw

ka rajasihilise osatuletise 7> ning seetSttu on tarvis ette anda vaid suuru-

sed w ja g—z. Teise rajatingimuse néiteks on vabalt toetatud serv, mille korral
w = const ja My, = 0. Kolmanda rajatingimuse néiteks on vaba serv, mille
korral Q. + OMnm — () ja My, = 0.

om
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3 Momentide ja 16ikejoudude avaldamine suvalise tasandi
suhtes

Kuna plaadi rajapind ei pruugi olla paraleelne xz véi yz-tasandiga, siis on meil
tarvis momentide ja 16ikejoudude avaldisi suvalise zy-tasandiga risti oleva ta-
sandi suhtes.

Onm

Joonis 9: Normaal- ja tangentsiaalpinged plaadi rajal.

Olgu meil vektorid m ja n xy-tasandil risti olevad tihikvektorid, kusjuures n
ja m on sama orientatsiooniga nagu baasivektorid. Pindjoud t on avaldatav
valemitest(1.1)

ty = OpaNg + OyzNy
ty = OgyNe + Oyyny
bty = 0z2Ng + 0y=Ny

Defineerides opn, 0pnm ja on. kui pindjou t vastavasuunalised komponendid 4,
saame seosed

T 2 2
Onn =0t =n,05, + 2ngpnyogy + Ny Oyy,
_ Ty
Opm =M t = NgMy0,0 + (NyMg + NgMy )0y + NyMyoy,, (1.27)

— Ty _
Onz =€z t =Ny0z, +Nyoy..

Avaldame vorrandite (1.27) abil normaali suunalise momendi

t/2 t/2
M :/ 20pndz = / 2(N204y + 2NNy oyy + nZayy)dz =
—t/2 —t/2

niMm + 2ngny Myy + nZMyy

4Nii v6ib tuletada tuletada pingetensori 8 muutumise reegli koordinaatide ortogonaalse
teisenduse korral, aga antud t66s see meile huvi ei paku.

16



Analoogselt ténu seoste (1.27) saame iileminekuvalemid momentide ja l6ikejou
jaoks
My, = niMmm + Qnac”yMwy + TLZMyy,
Mpm = namge Moy + (nymy + ngmy) My + nymy My, (1.28)
an = anzz + nyQyz-

L#htudes eelnevatest tulemustest, tuletame niiiid seose, mida tarvis vaid 16plike
elementide meetodi piistituse formuleerimiseks. Olgu v pidevalt diferentseeruv
funktsioon, siis

ov

ov v
on

_ T
= (Vv)'n, o

= (V'U)Tm, (129)
Vordused (1.28) on maatrikskujul iiles kirjutatavad

Mp, =n"An, M, =m”"An, kus A = <Mm sz) ,

My My,
ja seda arvestades saame iiles kirjutada jirgmise maatriksvorduse
nM,, + mM,,, = (nn” + mm7”)An (1.30)
Kuna vektorid n ja m on ortogonaalsed, siis
Ng = £my, Ny = FMg,

millest jéreldub, et vorduses (1.30) paremal pool olev 2 x 2 maatriks on iihik-
maatriks ja seetdttu kehtib vordus

nM,, + mM,,, = An. (1.31)

Korrutades seda vordust paremalt poolt maatriksiga (Vv)7, saame seoste (1.29)
tottu

ov ov ov ov ov ov
(1.32)
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II peatiikk

Loplike elementide meetod plaadi
vorrandite lahendamiseks

1 Meetodi iildine kirjeldus

Plaadi k#itumist kirjeldav matemaatiline mudel on keeruline: momentide M
suhtes on tegu teist jirku osatuletistega diferentsiaalvorranditega ning labipainde
w suhtes on tegu neljandat jirku osatuletistega diferentsiaalvorrandiga. Seega
iilesande analiiiitiline lahendamine on véimalik vaid erijubhtudel, mistottu on
olulisel kohal ligikaudsed lahendusmeetodid. Nii véib kasutada erinevaid dife-
rentsskeeme: otsides lahendi vairtust fikseeritud punktides ja ldhendades vas-
tavaid osatuletisi diferentssuhetega. Selliste meetodite puhul on probleemiks nii
tekkivate lineaarsete vorrandisiisteemide suurus ja lahendatavus kui ka kee-
rulisemate kujuga plaadi rajatingimuste aproksimeerimine. Uheks méonevorra
paindlikumaks meetodiks on 16plike elementide meetod, mille korral lahendi
médramispiirkond jagatakse vdiksemateks elementideks. Igas elemendis aprok-
simeeritakse tundmatut suurust poliinoomidega. Elemendis valitakse vastavalt
iilesandele ja elemendi kujule mitu sdlmpunkti. Aproksimatsioon valitakse nii, et
funktsiooni viirtused voi nende osatuletised sdlmpunktides méiravad iiheselt
aproksimatsiooni kuju. Elementide aproksimatsioon iildistatakse kogu kehale.
Seejirel asendatakse diferentsiaalvorrandite slisteem samaviirsete integraalsete
vorranditega — {ilesande norga seadega. Nork seade sisaldab suvalist kiillalt sile-
dat funktsiooni v. Norga seade lahendamine on teatud tingimustel samavéirne
esialgse iilesandega. Ulesande ligikaudsel lahendamisel voetakse suvaline funkt-
sioon v konkreetsest funktsioonide klassist ja leitakse méidramata konstandid
nii, et antud funktsioonide korral rahuldaks ligikaudne lahend tépselt vorran-
dit. Soltuvalt funktsioonide klassist on vaimalik saada erinevaid lahendusmee-
todeid: alates punkt-kollakatsioon ja 16ik-kollakatsioon meetoditest ja lopetades
vihimruutude ja Galerkini meetodiga. Galerkini meetod ongi 16plike elementide
meetodi tuumaks. Selle korral tekib lineaarvorrand otsitavate suuruste suhtes.
Reeglina puudub sellel iihene lahend, kuid rajatingimuste asendamisel vorran-
disse, saame iiheselt lahenduva siisteemi. Ligikaudse lahendi koondumist t&pseks
lahendiks on voimalik teatud eeldustel hinnata [Zin77] ja [Hug87].

Praktiliselt kui elemendid tdidavad kooskéla ja téielikuse tingimusi, mi-
da kisitleme edaspidi, siis lahend koondub elementide suuruse vihendamisel
tapseks lahendiks.
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2 Plaadi vorrandite nork seade
Plaadi tasakaaluvorrand on véikeste ldbipainete korral kujul (1.25)
0> My, 42 82 Mgy 82Myy

Ox? 8:683/ Oy

Norga seade saamiseks korrutame vorrandi ldbi suvalise funktsiooniga v ja in-
tegreerime iile piirkonna® ()

+q¢=0.

0 ey / 9 M””’ ds + / ””’ S+
83: ox
9 0M,, /
ds + vqdS = 0. 2.1
Ny v (2.1)

Edasistes teisendustes kasutme Greene’i valemite erikuju®

/Q¢g—'£d5:/r¢¢nzdl—/g%wds
/Q¢g—‘5d5:/r¢¢nydl—/gg—j¢ds,

kus T on piirkonna 2 raja ja nm on normaalvektor. Rakendame seda valemile
(2.1), tulemuseks on vorrand

OM,,  OM,, Ov (OM,, OM,,
/( S+ O >dl /an( 5+ >d5+

OMyy  OMy, _/ Ov (OMgy OMy, / _
/Fv( B +—8y >dl o By o +—8y ds + qudS—O.

(2.3)

(2.2)

Kasutades seoseid (1.24) ja (1.28) eelmise vorrandi joonintegraalides, saame
lihtsustada

B OM,, OM,, OM,, OM,,\ ,
IF_/FU< et o )dl+/rv< gt ) A=

/vanIdl+/vQyzny :/Udel.
r r r

Rakendades veel kord Greene’i valemeid kahekordses integraalis

ov (OM, oM, ov [(OM, oM
¢ /Q or ( or + dy > oy dy ( Or + dy > ds, 24)

on tulemuseks valem

ov ov 811 811

o2 020 020
/Q (@M”“a oy v T g yy) a5

5Siin ja edaspidi eeldame, et piirkond © on tiikati sileda rajaga T", millel puuduvad null-
nurgad, sest siis saab rakendada Gauss-Ostrogradski valemit

6Harilikult antakse Greene’ valemid kujul Jo 5% 4P gg — JrPdy ja [q %ds = — Jr Qdz.
Kasutades normaal ja puutujavektorite paari posmlvset orientatsiooni, saab lihtsalt avaldada
dy = ngdl ja dr = —nydl. Vottes P = Q = ¢, saamegi antud valemid.
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Kasutades valemit (1.32) lihtsustub avaldis veelgi

. v v T
[Q —/F (6_11Mnn + a—mMnm> dl — /Q(VQ’U) MdS, (25)

kus operaator Vs on defineetritud vektorina
2 9 82 \"
v, = (L, L 0 2 ) . 2.6
> (8:1:2 oy? 83:83/) (26)
Integreerides ilmset vordust

61) 8 6]\4'nm
i Tom = g Mam —v

Om ’

iile rajajoone I' saame tulemuseks

ov 0 OMpm
— My = “— VM — 2.
T 3m /F 3mv /Fv ( 7)

om

Kuna suvalise integreeruva diferentsiaaliga funktsiooni ¢ korral kehtib

o Yo
%dl = %dm + %dy =0,
r Om Jy

o 333 Yo

siis asendades selle vordusesse (2.7) saame vorduse

8’1} 8Mnm
—— My = — 2.
T 3m /F v 6111 ( 8)

Kasutades seoseid (2.5) ja (2.8) saab tasakaaluvérrand 1opliku kuju

/(VQ’U)TMdS:/@Mnndl—/'U <an+%> dl—/quS, (2.9)
Q T 3n r 8m Q

mida nimetataksegi {ilesande norgaks seadeks. Kui norga seade lahend u on kaks
korda pidevalt diferentseeruv, siis on kodik vordused posratavad ja lahend osutub
vastavalt Lagrange’i lemmale” esialgse tasakaaluvorrandi lahendiks.

Vordusest (2.9) on niha, et iitheks korrektseks rajatingimuste komplektiks
(Kirchhoft’i rajatingimusteks) on My, ja Q. + 5:{\9/1%_ Fiitisikalisest vaatenur-
gast pole olulised 16ikejoud @, ja momendi tuletis 8]6‘,/[;;" eraldi, vaid ainult

nende summa, mida nimetatakse efektiivseks 16ikejouks.

"Matemaatilise fiiiisika vérrandites niidatakse, et fn v¢pdS = 0 ja v on suvaline 16pmatu
arv kordi diferentseeruv funktsioon ja ¢ on pidev, siis ¢ = 0 kogu piirkonnas 2. Meie olukorras
tdhendab see, et u on esialgse iilesande lahend.

20



3 Loplike elementide meetodi formuleerimine

Formuleerime niitid 16plike elementide meetodi, jattes esialgu tdpsustamata ka-
sutatavate elementide kuju ja aproksimatsioonitiiiibi. Otsitavaks suuruseks on
plaadi ldbipaine w. Eeldame vaid et igas elemendis on antud teatud arv solmi,
ning nendes sdlmedes on voimalik fikseerida teatud tingimusi aproksimatsiooni
Wapp kohta. Harlikult antakse s6lmedes ette aproksimatsiooni wgy,, meie t66s

antakse moningates solmedes ette ka aproksimatsiooni osatuletised 8%‘;” teatud

suunas e. Kuna aproksimatsioon elemendis peab olema poliinomiaalsel kujul, siis

Wapp = PG, (2.10)

kus reavektor p sisaldab endas vajaliku arvu monoome ja o on kordajate vektor
_ 2 2 _ T
p_(17 €z, y:xamyaya"')a Oé—(Oél, OéQ,Oé3,...,Oén) .
Andes kordajate o midramiseks elemendis ette n tingimust a®, saame vektori
«a miiramiseks lineaarvorrandi

a® = Caq, (2.11)

kus maatriksi C reas on kas vektori p véirtus sdlmes voi veidi keerulisem aval-
dis, soltuvalt sellest, kas reale vastav tingimus on aproksimatsiooni wy, véértus
solmes voi selle tuletis suunas e. Et mitte lahendada antud tlesannet iga tingi-
muste komplekti a® korral eraldi, voib tuua sisse jargmise tédhistuse

Ne =pC™, (2.12)
sest siis
wapp = pC~ta® = N°a®. (2.13)

Reavektori N® komponente nimetatakse elemendi kujufunktsioonideks, kusjuu-
res iga tingimusega on seotud iiks kujufunktsioon. Niitame niiiid {ihe olulise
kujufunktsiooni omaduse

A;(N)(P)) = {1’ kol £ = J, (2.14)

0, vastasel korral,

kus A; on tingimusega j seotud operaator ja P; tingimusega j seotud solm.
Harlilikult on operaator A; lihtsalt ithikoperaator st. A;(N;) = N; voi osatuletis
suunas e®st. A;(N;) = %, vastavalt tingimusele 7. Pdhjendus on ilmne: andes
ette tingimuste komplekti

a®=¢e;=(0,0,...,0,1, 0,...,0)
——————
i—1

on wapp, = N{ ja samas peavad kehtima tingimused A;(wapp)(Pj) = a$.

Tiikeldades plaadi elementideks nii, et iga elemendi rajal olev s6lm on ka naa-
berelemendi s6lm ja molemas elemendis antakse ette samad tingimused, saab

8Enamike 15plike elementide meetodiga lahendatavate iilesannete korral vilditakse osatu-
letistega seotud tingimusi ja siis pole tarvis operaatorit A; sisse tuua.
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elemendi kujufunktsioone loomulikult jitkata iile kogu plaadi. Nummerdame
elementides aproksimatsioonile seatud tingimused nii, et oleks véimalik definee-
rida globaalne tingimusele i vastav kujufunktsioon N;

Nf(x,y), kui (z,y) on elemendis § € I;

Ni(z,y) = { (2.15)

0, vastasel korral,

kus I; on elementide indeksite hulk, mis sisaldavad tingimusega ¢ seotud solme.
Ainukesed punktid, kus kujufunktsioonil N; voivad olla erinevad viirtused, on
elementide rajad. Kui sélmes on etteantud libipaine, siis vastavalt seosele (2.14)
langevad kujufunktsiooni viirtused kokku. Kui s6lmes on antud osatuletis, siis
tuleb seda eraldi niidata. Uldiselt piiiitakse elemendid valida nii, et N; oleks
pidev, kuid seda késitleme tdpsemalt edaspidi. Olgu niitid iile kogu plaadi ap-
roksimatsioon w = Na, kus a on aproksimatsioonile seatud tingimuste vektor,
mis esialgu on miiramata. Momentide arvutamiseks on meil tarvis teada vek-
torit k. Vastavalt vordustele (1.20), (1.21) ja (2.6) on

k = Vaw = Ba, (2.16)
kus maatriks B on avaldatav
N ONy Ny,
B-| & o A (2.17)
N, N, N,
Oz dy Oz dy O0xdy
Plaadi vorranditest (1.24) saab avaldada momentide vektori
t3
M=- EDBa (2.18)

Vastavalt Galjerkini meetodile tuleb norgas seades (2.9) votta suvaline funkt-
sioon v kujul

v=Nc=c'NT

)

kus ¢ = (¢1, ¢2,...,¢,) on suvaline reaalarvuliste kordajatega vektor. Norgas
seades (2.9) on tarvis arvutada veel suurused

Vyv =Be, 9 = (Vu)'n =’ (VN)"n,
On
kus
ONy  ON» .. ONy
VN = (a% N, 3‘3\’?") : (2.19)
oy Oy Oy

Asendame need vorrandid norka seadesse (2.9), tulemuseks on maatriksvorrand
T T T T T T OMpm
c B MdS =c VN nM,,dl —c N [ Qn.+—d
Q r r

om
—CT/ N7 qds.
Q
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Liikmeid tihele poole viies, saame maatriksvorrandi

Mnm
e’ {— / BTMdS + / VNTaM,,,dl — / NT (Qm +8—> dl — / NquS} =0
Q r r om Q

Vottes vektoriks ¢ = e;,i = 1,2,...,n on lihtne ndha, et nurksulgudes oleva
avaldise iga komponent on null ja seega kehtib vordus

/ BTMdS = / VNT oM, dl — / NT (Qm+ aM’“”) dl — / N7 qds
Q r r om Q
(2.20)

Asendades siia vorduse (2.18) saame 1oplike elementide formuleeringu elastsete
plaatide jaoks

3
- / t—BTDBdS a= / VN uM,,,dl — / NT an+% dl — / N7%qdS
Q 12 T T 8m Q

(2.21)
Toome sisse tihistused
3
K= / t—BTDBdS, (2.22)
Q12
fi, = / NT (an + 8Mnm> dl — / VNTnMnndl, (2.23)
r om r
fi = / NTq¢ds, (2.24)
Q

siis saab eelneva vorduse kirjutada 16plike elementide meetodi kanoonilisel kujul
Ka=1, +1. (2.25)

Paremal pool olevad rajatingimuste vektor f}, ja koormuse vektor f; on leitavad
raja- ja koormamistingimustest. Jdikusmaatriks K ei sdltu kehale rakendatavast
koormusest ega ka rajatingimustest, seega on 16plike elementide meetodi korral
lihtne muuta rajatingimusi ja plaadile rakendatavat koormust, mis on meetodi
iiks eeliseid.

Loplike elementide meetodi korral on maatriksi K read lineaarselt soltu-
vad[OttPet92, 1k. 170], mistottu tuleb alati médrata tingimuste vektori a moned
elemendid algtingimustest. See on loomulik, sest rajaiilesandel on ilma sobi-
vaid rajatingimusi fikseerimata lopmata palju lahendeid. Neljandas peatiikis
néitame, et osad rajatingimuste vektori komponendid f;, pole kéikide rajatin-
gimuste korral méédratavad, seetottu langeb vorrandisiisteemist osa ridu vilja.
Stisteem lahendub iiheselt ainult siis, kui

Afb S T87

kus Ay, on arvutamatute komponentide arv vektoris Fy ja T, on rajatingi-
mustest teada olevate komponentide arv vektoris a. Kuna meil ei ole a priori
teada, et allesjiinud vorrandisiisteemi koik read on lineaarselt soltumatud, siis
ei pruugi saadud vorrandisiisteem tiheselt lahenduda. Kui

Afb < Tha,

siis vbib saadud siisteem olla isegi vastuoluline.
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4 Taielikuse ja kooskodla nouded

Loplike elementide meetodi koondumise iiheks piisavaks tingimuseks on téie-
likuse ja kooskola nduded. Antud iilesande korral on téielikuse noued[OttPet92,
lk. 360] jirgmised:

e libipainde w aproksimatsioon peab tipselt esitama suvalist plaadielemen-
di liikumist ruumis;

e libipainde w aproksimatsiooniga peab olema vdimalik esitada suvalist
plaadielemendis konstantset koverusmaatriksit .

Kuna plaadielement on tasandiline, siis selle liikumise tépseks esituseks on vaja,
et w sisaldaks lineaarliikmeid. Tulenevalt kdverusmaatriksi £ kujust (1.21) on
tarvis aproksimatsiooni votta teise astme monoomid, seega téielik aproksimat-
sioon on kujul

w = a; + ar + asy + asx” + azry + agy’ + korgemat jirku litkmed. (2.26)
Elementide kooskdla nduded[OttPet92, ,lk. 360] on jirgmised
1. kahe elemendi piiril peab ldbipaine w olema pidev;
2. kahe elemendi piiril peab ldbipainde gradient Vv olema pidev.

Seda nduet on raske tdita[Zin77] ja seetottu kasutatakse mittekooskdlalisi ele-
mente. Nende kasutamine on 6igustatud, kui elemendid rahuldavad mitmeid
mudelteste. Neist koige olulisem on lapitest(patchtest)[Cook95, k. 88, 110].
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5 Jaikusmaatriksi K ja koormuse vektori f; leidmine lo-
kaalselt

Ilmneb, et plaadi jaikusmaatriksi K ja koormuse vektori f; voib leida lokaalselt
st. integreerides vaid iile teatud elementide. Olgu I; elementide indeksite hulk,
mis sisaldavad endast tingimusega i seotud solmi. Ulejéinud elementide hulgas
I; on kujufunktsioon N; vastavalt definitsioonile konstantselt 0, jirelikult on
seda ka VN; ja maatriksi B i-s veerg Bl. Jiikusmaatriksi elemendi K;; voib
vastavalt valemile (2.22) kirjutada

Kj= Y / L BTpBis Y / * BT DB
V= 0, 12 0, 12 !
BELNI; "°°° sering "’

kus 5 on elemendi 3 pind. Kui 8 ¢ I; (1, siis B! voi BJ on piirkonnas Qg
konstantselt nullid, seega saab valem kuju

Kij= Y /—B‘ DBIdS. (2.27)

BeL NI;

Toome sisse elemendi laiendatud kujufunktsioonide vektori N%®, milles i kom-
ponent on N;, kui tingimusega ¢ seotud sdlm on elemendis, ja 0 vastasel korral.
Analoogselt valemitele (2.19) ja (2.17) defineerime

ON:° ONz® ONZ®
VNG = (aja\rf“ ofe aza\rgffe> ;
B B0 e B
ON:° ON;° ON;°
D2 2 2
Bee — BNee ONS* . ON;*
s — Oy > 0y2 0y2
8Nfe 28N§e . 28Nfe
oxdy oxdy dxdy

Lihtne on veenduda, et elemendis 3 langevad kokku N ja NZ°, VN ja VNZ®
ning B ja B®. Seega voib valemi (2.27) kirjutada kujul

t? eeil eej

Kij= Y /Q 5 B5 DBES.
ger;N1; P

Laiendatud elemendi jdikusmaatriksi K3°, mis on defineeritud analoogselt va-

lemiga (2.22)

Kee = —BeeTDBeedS 2.28
B /Qﬁ 12 (2.28)

ainsad nullist erinevad komponendid K 56 on need, milles on tingimustega i ja

j seotud solmed on elemendis 3. Seega vastavalt valemile (2.27) kehtib maat-
riksvordus

K=> K§. (2.29)
)
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Et muuta arvutusi veelgi efektiivsemaks, kasutatakse vaid elemendi kujufunkt-
sioone (2.12) ja analoogselt valemitele (2.19) ja (2.17) defineeritud VNG ja Bj

ONy 8Ng;  ONg
e __ o, 0, o,
VNG = | oN:  aN:  ane |,
oy Ay dy
ON; ONS o ON;
o2 92 92
Be — ONT ON; . ON;.
8= g2 Dy Dy2
ONE ON§ . oON:
Oxdy Oxdy Oz dy

Kuna maatriksi K3° enamik elemente on nullid, siis on ebaratsionaalne seda
arvutada, selle asemel arvutatakse kompaktne elemendi jaikusmaatriks

e t3 e e
K§ = / EBBDBBdS‘ (2.30)
Qp

Maatriksit B on lihtne laiendada maatriksiks K3® kasutades kahte reeglit:
1. element ngij = 0, kui {iks tingimustele 7 voi j vastav sdlm pole elemendis;

2. element ngi] = Kj o kus tingimusele 7 vastab elemendi § kujufunkt-

sioon N . Ja tingimusele j vastab Nj =
Praktikas on tarvis meeles pidada, vaid iga elemendi lokaalsele nummerdusele
vastavat globaalset nummerdust ja laiendusmaatriksit otseselt vilja arvutama-
ta voib leida selle vastavalt valemile (2.29). See vihendab vaja mineva arvuti
mélumahu kasutamist miinimumini ja kui sélmed on héisti nummerdatud on
tulemuseks hore lintmaatriks, mida on kerge poorata.
Analoogiliselt jiikusmaatriksiga K, saab koormuse vektori f; elemendi aval-

dada summana
£, = Z/ N;qdS, (2.31)
BeI; Qs

sest iilejdsinud integraalide vidrtus on null analoogselt valemi (2.27) pdhjendu-
sega. Samamoodi saab defineerida laiendatud elemendi koormuse vektori

5 = / Ng"qdS (2.32)

Q

ja analoogselt on pdhjendatav valem

f, = Z fi5°. (2.33)

B
Arvutuste kompaktsemaks muutmiseks tuuakse sisse elemendi koormuse vektor
fi§ = [ Ng'qdS, (2.34)

Qp

mida saab laiendada flg analoogse laienduseeskirja abil.

Niiiid on meil maatriksi K ja vektori fj arvutamine taandatud integreeri-
misele elementides. See ei sidsta meid iiksnes kujufunktsioonide {ildistamisest
vaid lihtsustab ka integreerimist. Iga elemendi tiilibiga saab siduda sobiva Sab-
looni ja teisenduse §abloonist elementi, see voimaldab omakorda taandada integ-
reerimise {ile elemendi integreerimiseks iile Sablooni. Viimast on palju lihtsam
formaliseerida, aga sellest tuleb lihemalt juttu neljandas peatiikis.
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6 Rajajoudude vektori f;, arvutamine lokaalselt

Rajajoudude vektori arvutamise taandamine integreerimiseks konkreetsetes ele-
mentides kiib pohimotteliselt samamoodi. Siiski kerkib iilesse olulisi tehnilisi eri-
nevusi, mistdttu kisitleme rajajoudude vektori arvutamist eraldi. Rajajoudude
vektor fy, avaldub vastavalt valemile (2.23) kujul

oM,
_ T nm _ T
fi, = /F N (Qm+ 5 )dl /F (VN) "M, dl, (2.35)

kus vektor n on vilisnormaali suunaline iihikvektor ja m on raja I' puutujasi-
hiline {ihikvektor, mis on integreerimise suunas.

T«

Joonis 10: Plaadi ja elementide rajad.

Jagame plaadi raja I' vastavalt plaadi elementideks jaotusele osadeks. Elemen-
dile 8 kuuluvat plaadi rajaosa téhistame I'g st. I's on elemendi raja tihisosa
plaadi enda rajaga T'. Joonisel on see rajaosa mirgitud tumedalt. Olgu plaadi
rajaga {ihisosa omavate elementide indeksite hulk I st.

Ir ={B | Tz #0}.

Rajajoudude vektori arvutamise saab taandada elemendi sisesele integreerimise-

le. Tahistame suurusega fbff integraali

6-]\4'nm
m

£,%° = /F NgeT(Qer )dl— /F (VNE) 'nM,,dl, (2.36)
B B

kus integreerimine iile I'g toimub samas suunas kui rajal I' st. vastupéeva. In-
tegraali aditiivsuse ja vektorite N ja N3° ja maatriksite VN ja VINGF® kokku-
langemise tottu elemendis 3 kehtib valem

fo =D ool (2.37)
Bel
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Defineefime rajajdudude vektori elemendis jirgnevalt®

oM
e __ eT nm _ e\T
fop = /1“3 N (Qm + 3 )dl /FB(VNB) nM,,dl. (2.38)

Rajajoudude vektori fi, 3 laiendamine vektoriks fi,5° toimub tépselt samamoodi
kui maatrikisi K€ ja vektori fj laiendamine. Soltuvalt rajatingimustest voivad
moningad vektori fbge komponendid olla arvutamatud. Seda kisitleme pikemalt
neljandas peatiikis.

9Metoodiliselt oleks Gigem see defineerida kui integraal iile kogu elemendi raja, kuid prak-
titilistest kaalutlustest l&htuvalt on moistlik defineerida see vaid iile rajaosa I'g. See tingib
tdhiste erinevuse vorreldes raamatuga[OttPet92].
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III peatiikk
Kasutatavad elemendid

1 Elementide aproksimatsioon ja kooskdla

Jargnevas késitleme kaht tuntud mittekooskolalist elementi: kuue sélmega kolm-

nurkelementi(KEG6) ja nelja solmega nelinurkelementi(NE4). Lisaks nendele kiisit-
leme tingimuste iihtsuse saavutamiseks kaheksasolmelist nelinurkelementi(NES)

paaris kuue solmelise kolmnurkelemendiga ja neljasélmelist kolmnurkelemen-

ti(KE4) paaris neljasolmelise nelinurkelemendiga. Nii viildime olukordi kus s6l-

medes on antud eri arv voi eri tiilipi tingimused.

KE6 NE4 KE6

Joonis 11: Suurendatud so6lmedes on ebakolad. NE4 elemendil on igas s6lmes
kolm tingimust KE6 ainult iiks tingimus.

Loplike elementide meetodi korral aproksimeeritakse otsitavat lahendit polii-
noomiga kujul (2.10). Vastavalt tiielikuse noudele peab see sisaldama koiki esi-
mese ja teise astme monoome ning vabaliiget, tilejdsinud liikmete valimiseks on
meil palju voimalusi. Kuna pole pohjust eelistada z- voi y-telge, siis valime
lisaliikmed nii, et saadav poliinoom oleks siimeetriline z ja y suhtes. Teiseks li-
saliikmete valimise pohimotteks on valida nii vihe parasiitliikmeid kui voimalik.

Kui meil on aproksimatsioon w, siis voib rddkida aproksimatsiooni jargust.
Kui aproksimatsioon w sisaldab endas kdik monoomid, mille aste on viiksem
vordne kui £k ja k on maksimaalne, siis aproksimatsiooni jark k. Intuitiivselt on
selge, et kasutades k-ndat jarku aproksimatsiooniga elemente on 16plike elemen-
tide meetodi koondumiskiirus iilimalt O(h**1), sest olenemata tingimustevek-
tori a valikust elemendi sees on tegeliku lahendi ja aproksimatsiooni erinevus
vastavalt Taylori reaks arendusele '© vihemalt O(RF*'). Liikmeid, mille aste
on kérgem kui aproksimatsiooni jirk, nimetatakse parasiitlilkmeteks, sest need
liikmed suurendavad vaid arvutuste mahtu, toomata kaasa tépsuse tousu. Vahel
on neid siiski motekas kasutada, et saavutada solmede siimeetria. Késitlevatest

10See realiseerub parajasti siis, kui elemendi aproksimatsioon langeb kokku lahendi Taylori
arendisega mone elemendi sees oleva punkti suhtes.
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elementidest on teist jirku aproksimatsiooniga KE6 ja RE8 element; kolmandat
jarku aproksimatsiooniga KE4 ja NE4 element.

Aproksimatsiooni ja kujufunktsioonide leidmiseks kasutame lokaalseid koor-
dinaate, see voimaldab iiht tiilipi elementide korral kasutada {ihesugust elemendi
Sablooni. See omakorda lihtsustab nii kujufunktsioonide arvutamist kui integ-
reerimist. Enamasti tekib vastuolu esialgselt elemendile mi&ratud ja teisendu-
sest tuleneva aproksimatsioonitiiiibi vahel. Seda voib ignoreerida, sest lokaal-
sest teljestikust globaalsesse viiv teisendus on enamasti lineaarne, seega minnes
lokaalsest teljestikust iile globaalsesse muutuvad vaid monoomide kordajad ja
aproksimatsiooni jirk siilib. Arvutused muutuvad seevastu lihtsamaks. Kui tei-
sendus pole lineaarne, siis tekivad kiill suuremad moonutused, aga praktikas
piititakse valida tiikeldus nii, et elemendi kuju on kiillalt ligildhedane ristkiilik
voi kolmnurksele elemendile, mille teisendused on lineaarsed.

Mida ebakorrapirasem on element, seda halvem on reeglina saadav ligikaud-
ne lahend. Uks pohjus on siin teisenduse mittelineaarsus, teine olulisem pohjus
on ligikaudsest integreerimisest tulenev viga, mida késitleme edaspidi.
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2 Kuue so6lmega kolmnurkelement

Esimesena soovitas seda elementi Morley[Mor71] 1971 aastal. Tippudes 1,2,3
saab anda ette libipainde w, samas kiilgede keskpunktides 4,5,6 saab ette anda
labipainde vilisnormaali suunalise kalde ‘g—ﬁ.

e
it
Ly

'o,l

Joonis 12: Niide kuuesolmelisest kolmnurkelemendist.
Labipainde aproksimatsioon on vihima véimaliku arvu lilkmetega
w=oq + asx + azy + sz’ + aszy + agy’. (3.1)

Element ei ole kooskolaline. Kooskolaks on tarvilik ja piisav aproksimatsioo-
ni w ja osatuletise g—’g ithene méiratlus konkreetse kiiljega seotud rajatingimus-
test, sest andes kiiljel ette w oleme ette andnud ka puutujasihilise osatuletise
g—r‘fl. Paar ‘g—ﬁ ja g—r‘fl m#drab {iheselt dra gradiendi Vw. Kui kiiljega seotud ra-
jatingimused ei mi#ra iiheselt dra ldbipainet ja selle gradienti, siis on iilejddnud
tingimusi varieerides véimalik konstrueerida kahest elemendist koosnev stisteem,
mis pole kooskélaline.

Elemendi kiiljel saab aproksimatsiooni w parametriseerida ithemuutuja polii-
noomiks, kasutades sirge parameetrilisi vorrandeid

x =29 + c1t, Y = Yo + cot. (3.2)
Tulemuseks on teise astme poliinoom. Osatuletis g—ﬁ taandub rajal esimese ast-
me poliinoomiks. Seega on rajal kokku tarvis fikseerida viis konstanti, milleks
on vaid kolm tingimust: aproksimatsiooni w viirtused kiilje otstes ja osatuletise
‘g—ﬁ vadrtus kiilje keskel. See ei ole piisav ja seega pole element kooskolaline. Ap-
roksimatsiooni leidmisel lihme {ile pindalakoordinaatidele. Pindalakoordinaadid
on punkti P = (x,,y,) poolt indutseeritud kolme kolmnurga pindalade suhted

elemendi enda pindalasse. Kasutades vektorkorrutise arvutamise reeglit, saab
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kolmnurga pindala avaldada'!

1]- T Y1
A=-]1 T2 Y2 |.
21
L3 Y3

Analoogiliselt avalduvad viikeste kolmnurkade pindalad

1 1 Tp Yp 1 1 T1 Y1 1 1 T1 Y1

A1 = -1 o Y2 |, AQ = -1 Tp Yp |» A3 = -1 T2 Y2
2 2 2

1 23 y3 1 23 ys Lz, y

ja nendele vastavad pindalakoordinaadid

A A A
L, =21 =22 zng.

A ) A b (3-3)

Koordinaatide definitsioonist tulenevalt on koordinaadid lineaarselt soltuvad
L1+ Lo+ L3 =1. (34)

Votame pindalakoordinaatidest kasutusele £1 ja L.

Joonis 13: Kuuesdlmelise elemendi $abloon pindalakoordinaatides.

Vastavad iileminekuvalemid iihest koordinaatide siisteemist teise on

1
Ly = 25, (332213 —x3Yy2 + (Y2 — Y3)Tp + (73 — $2)yp)
Ly = ﬁ (563211 —x1y3 + (Y3 —y1)xp + (21 — 563)%) .
zp = w3+ (11 — x3) L1 + (X2 — 23) Lo (3.6)

Yp=ys+ (y1 —y3)L1 + (y2 —y3)Lo

11Siin ja edaspidi on eeldatud kolmnurga tippude 1, 2 ja 3 vastupieva paigutust. See lubab
loobuda absoluutvédirtuse mirgist valemis.
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Seega soltuvad pindalakoordinaadid lineaarselt globaalsetest koordinaatidest.
Votame ldabipainde aproksimatsiooni lokaalses teljestikus kujul

w =By + BoLy + B3Ly + BaLy + B5L1L2 + BeL3. (3.7)

Kuna meil on tarvis teada vélisnormaali suunalist tuletist sdlmedes 4, 5 ja 6, siis
uurime kuidas muutuvad pindalakoordinaadid vastavates suundades. Tdhistame
kolmnurga kiilgedega seotud vektorid 132,123 ja 131 ning neile vastavad kiilje-
pikkused [12, 123 ja l31. Solme ¢ koordinaadid tihistame traditsiooniliselt (z;,y;)-
Tahistust arvestades, saame punktides 4, 5 ja 6 vilisnormaalid

1

nyg = l—(y2 —Y1,T1 —1“2),
12
1

ns = l_(yl —Y3,T3 — 331),
31
1

ng = l_(y3 —Y2,T2 — l’3)~
23

Et arvutada vilisnormaali suunalisi tuletisi, vaatame esmalt kuidas on seo-
tud sirge parameetrilised vorrandid globaalses zy-teljestikus ja lokaalses £1Lo-
teljestikus. Teisenduste (3.5) lineaarsusest jireldub, et sirge vorrandile

T = zo + art, Yy =yo +axt
vastab sirge vorrand lokaalses teljestikus

L1=L)4+bit,  Lo=L)+ bot,

kus
o — Ty — T3y2 + (Y2 — Y3)To + (T3 — T2)y0 b — (Y2 —y3)ar + (x5 — x2)a
1 — QSA ) 1 — QSA )
0 — T3Y1 — T1Ys + (y3 — y1)zo + (1 — 23)y0 by — (ys —y1)ar + (1 — z3)as
2 254 ’ 2 254 )
(3.8)
See annab meile seose osatuletiste vahel globaalses ja lokaalses teljestikus
Ow(wo, Yo) T
EE0I0) (7, £, £3) " b
Solmedes 4, 5 ja 6 on gradiendi vairtus
11 Bs Bs\"
vﬁl,ﬁzw (575) - (ﬂ2+64+7;ﬂ3 +B6+?> ) (39)
T
1
Vicow <§70> = (52 + B4, B3 + %) , (3.10)
T
1
V£1,£2w <07 5) = (52 + %7B3 + BS) . (311)

Olgu niiiid solmedes 1, 2 ja 3 antud ldbipaine wy, ws ja ws. Solmedes 4, 5 ja 6
olgu antud vilisnormaali suunaline tuletis s4, s5 ja s¢. Normaalidele vastavad

33



vektorid lokaalses teljestikus on'? vastavalt seostele (3.8)

A= (w1 —@2)(w3 —w2) + (y1 —y2)(y3 —92)  liz-lag
4= _

QSAllz N 2SAl12 ’

A = (2 —x1)(x3 — 1) + (Y2 — y1) (Y3 — y1) _ Liz-lis

2 QSAllz 25Al12 ’
Ao @ as) (@ —ws) + (n —ys)(y2 —ys) _ lis-las

1 QSAllg 25Al13 ’
N = (#1 —w3) (w3 — 1) + (Ys —y1)(Wn —ys) _ _ hs

2 2Snl13 257"
A = (3 = @5) (w2 — 3) + (Ys —y2) (Y2 —ys) _ _ las

! 2S5 nlas 257"
A — (21 —x3)(T2 — 23) + (Y1 — Y3)(¥2 — ¥3) _ L1z - l23

2 25Al23 QSAZZB .

Seda arvestades saame vorrandisiisteemi

wy = B1 + B2 + Ba,
wy = B1 + B3 + B,
w?):ﬂl:

(52+B4+65> +N24 (53 +56+525) (3_12)
so = N7 (B2 + B1) + N7 (/33-#/825)
([32'#/85)*‘/\/’6([33-#/36)

Selle vorrandisiisteemi lahend on

61 = ws,
li2-1 li2-1 li3-1 li3-1 25 25
/32:(1— 1zl2 LER IV (1212 18 13l2 23>w2—<1+ 13l 23>w3— lasl_ 1A53’
12 12 33 23 12 23
li5-1 1 1 li5-1 li3-1 28 25
By = <1_ 1zl2 18 13l2 23) wy + 1zl2 18, <1+ 1312 23) ws — lAsl_ By
12 13 12 13 12 lis
By = 1122'113 (1122113 1132'123> .+ 1132;1231113 n 254 5y + 254 5,
l12 l12 123 l23 b2 l23
1 1 li2-1 4S8
,35:2<12213—1>w1—212213 Wy + 2w + 8 .
I3 l7s l12
151 li3-1 li5-1 li3 -1 28 28
B = < 122 13 132 23 _1> wy + <1_ 122 13)w2+ 132 28,4 290, 4 290
Iy I35 lis lis l12 li3
(3.13)

12Siin on lihtsuse ja selguse t&ttu motekas loobuda kahe vektori a ja b skalaarkorrutise
tdhistamisest a’'b ja kasutada selle asemel a - b.
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Vastavalt kujufunktsioonide definitsioonile (2.12) avalduvad kujufunktsioonid

li2-1 li2 -1 lig -1
N1:<1— 12 13>£1+<1_ 12113 | 13 23>£2’

1%2 l%Z 1%3
n 1zl2 13/:%4_2( 1zl2 13 —1)/31£2+ < 12l2 13 1:>,l2 23 —1)/3%
12 12 12 13
N, = (1122'113 n 1132'123> ot 1122-113£2+
l12 123 l12
s s lys-1 Is -1 Lo-1
_ ( 122 L 132 23) £2-2 122 EY <1_ 122 13)/:%,
iz 33 l7a 17
I3 -1 lya -1
ot (it g (i)
23 13
l13-1 lya -1
132 2812 Lo Lo + 132 23 2
I33 55
28
Ny :_A(—El — Lo+ L2 420,05 +/3§)’
li2
25
N5 === (L2 + £3),
13
25
No =5 (Lo + £1).

(3.14)
Kasutades lihtsailt tuletatavaid geomeetrilisi seoseid

l.':}1 : 132 113 . 112 112 : l1.':} 121 . 123 l.':}1 : 132 121 . 123

=1

it i1 ’ it 1% ’ 3 135
ja pindalakoordinaatide £, £ ja L3 omavahelist seotust (3.4) saame kujufunkt-
sioonid avaldada siimeetrilisel kujul

_ 131 . 121 121 ! 131
Ny =L+ —5—L2(Ly — 1)+ —5—L3(L3 — 1) + 2L2L3,
I1s 11y
I12 -1 I12 -1
No=Lo4+ 22200 — 1)+ 2222 25(L5 — 1) + 2L, L3,
I3 11y
I3 -1 I3 -1
N3 = L3+ 132 23[,1(/:1 —1)+ 132 23[,2(/:2 — 1)+ 2L Lo,
I3 I1s
0g (3.15)
Ny = l—Acg(cg - 1),
12
25
Ns = l—%z(cz ~1),
13
25
Ne = l—Acl(,c1 —1).
23

Loplike elementide rakendamiseks on meil tarvis avaldada maatriksid VIN
ja B. Et seda teha voimalikult 6konoomselt, avaldame maatriksid lokaalses tel-
jestikus. Jargimises peatiikis piithendame iihe osa lokaalses ja globaalses teljesti-
kus olevate maatriksite vahekorra selgitamiseks. Lokaalses teljestikus avalduvad
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maatriksi VN elemendid:

VN1 = (201 +2L5 — 1)er —2L5 + 1,

VIN21 =¢(2L2 — 1)+ (2L1 +2Ls — 1)ey — 4L + 2 — 2L,
VNy o= (2L —1)ea + (2L1 +2L5 — 1)es + 2 — 4Ly — 205,
VNso = (2L1 + 2Ly — 1)ez + 1 — 2Ly,

VN3 =(2L1 — 1)es + 2L — 1,

VNy 35 =(2Ls — 1)es + 2L, — 1,

VN14=c(2L1 +2L5 — 1),

VNs 4 =c(2L1 + 2L — 1),

VN5 =0,

VNy5 =c7(2L2 — 1),

VN6 =cs(2L1 — 1),

ViNog =0,

kus kordajad ¢; on saadud valemite (3.15) liidetavate ees olevate kordajate
téhistamisest:

P l31 ' l21 = 121 . 131 o — 112 '132
0 — ) 1 — ) 2 — )
ity 1% 3
c l12 132 . 113 . 123 113 123
3 ) ) 5 ’
it 135 it
_ 2SA _ 254 _ 254
C6e = 7 Cr = 7/, g = 7/
l12 ll3 l23

Tuues sisse tahised
01:2£1+2£2—1, (12:2,61—]., (13:2,62—].

vorrandites esinevate korduvate litkmete jaoks, saab maatriksile anda kompakt-
sema kuju

Vlel = a;c; — asg, VNLQ :ClgCg-l-alCl-f-Q(].—,Cl —2,62),
VN2’1 :a202+a103+2(1—2£1 —,CQ), VN272 :a103+a2,
VN3 1 =ascs+az, VNii1 =aicg, VN5; =0, V Ng,1 = axcs,

VN33 =ascs +az, VN5 =aics, VNs52=azcy, VNg2 =0.

Maatriks B on konstantne maatriks elementidega

2c; 2¢o +2c3—4 2¢4 2¢6 0 2cg
B=2c+2c — 4 2c3 2c5 2c¢ 2cq 0
401 —4 403 —4 4 406 0 0
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3 Kaheksa solmega ristkiilikelement

Selle elemendi kasutamine on tingitud eelkodige kokkusobivusest kuue solmega

kolmnurkelemendiga. S6lmedes 1,2,3 ja 4 saab ette anda ldbipainde w ja s6lme-

des 5,6,7 ja 8 saab ette anda ldbipainde vilisnormaali suunalise tuletise g—ﬁ.

Joonis 14: Niide kaheksasolmelisest ristkiilikelemendist.

Vorreldes kuuesolmelise elemendiga tuleb aproksimatsiooni juurde 2 para-
siitliiget ja aproksimatsioon on kujul

w = ay + ax + azsy + asx? + aszy + agy® + arziy + agzy?. (3.16)

Samadel pohjustel, mis kuuesélmelise kolmnurkelemendi korralgi pole element

kooskolaline.
Vaatame esmalt spetsiifilist erijubtu. Olgu meil &én-koordinaattelgedes ruu-
dukujuline element nagu joonisel.

-

4 N 3

8 6
5

1 5 2

Joonis 15: Kaheksasolmelise ristkiilikelemendi Sabloon.
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Leiame antud erijuhu tarvis kujufunktsioonid ja iildistame hiljem tulemust.
Lébipainde osatuletised avalduvad kujul

0
_812_) =y + 20{45 + asn + 2057577 + 0187]2,
0
8_1:7) = a3+ Oz5§ + 20(67] + 01752 + 20‘85”7'

Vottes arvesse normaalide suundadest tekkivaid mérgierinevusi, saame vorran-
dististeemi

Wy =a1 —Q2 — a3 + Q4 + Q5 + Qg — Q7 —Qg,
Wy = a1 + a2 —a3 + 04 — Q5 + g — Q7 + Qg,
w3 = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + ag + ar + as,

wy =1 — Q2+ a3 + a4 — a5 + ag + a7y — as,

51 = —a3 + 2ag,
s2 = a3+ 2ay,
s3 = a3+ 2aqg,
S4 = —ag + 20u.

Tahistame jargnevalt vorrandisiisteemi maatriksi C ning antud tingimuste vek-
tori a® = (w; we ... s4) ja poliinoomide reavektori p = (1 ¢ ... &n?). Kuju-
funktsioonid tulevad vastavalt valemile (2.12)

N1:i+£n(l—4£—n)’ N5:7724—1+n(€22—1)7
N?%*Wv N6:£24—1+£(1;772)’
N3:i+wy N7:n24—1+n(1;€2)’
Ny =g SlEZnl) Ny £, S0 oD

Uldistame antud tulemuse suvalisele ristkiilikelemendile, selleks votame koordi-
naatide tileminekuvalemiteks lokaalsest £n-teljestikust globaalsesse zy-teljestikku

T+ To — X
T = 12 3_+_ 22 1£+ 2 ,
(3.17)
:y1+y3+y2—y1£+y3—y2
2 2 2

I3 — T2

Tuletiste teisendamiseks globaalsest teljestikust lokaalsesse teljestikku tuleb peab
kasutama iileminekumaatriksit (4.2). Antud teisenduse korral saame

T L2—T1 Y2—y1
Jt = <I32I2 y32y2> . (3.18)
2 2
Vastavalt tuletise arvutamise reeglitele avaldub ldbipainde gradient

Veaw=J"V, w. (3.19)

38



Leiame viiendas solmes oleva vilisnormaali ns = ﬁ(yg —41,Z1 — o) suunalise
tuletise

w _owp-y | dusi -
6115 o or 1o 6y li2

(3.20)

Kasututame kiilgede tidhistamiseks kuuesdlmelise elemendiga analoogset té&his-
tust st. meil on vektorid 112, 123, 134 ja 141 ning punktid (.’Ei, yz),l = 1, 2, ey 8.
Et ristkiiliku kiiljed on omavahel risti, siis 133 -1;2 = 0. Kui arvestada ristkiiliku
vastupéevalist orientatsiooni, siis saame

Y1 — Y2 =3 — T2, T2 —T1 =Y3 — Y2

ja vordus (3.20) omandab lihtsama vormi'?

v

Owm—ay Duyy—pe 20w
6115 - 61‘ 112 6y l23 l23 67] )

Analoogised tulemused on saadavad ka teistes solmedes. Tulemuse saab kokku
votta maatriksite abil. Olgu maatriks A kujul

Las 0 0 0
0 2 0 0
A= 2

0 0 & o0

0 0 0 L
ja olgu plokkdiagonaalmaatriksi D diagonaalil {ihikmaatriks I ja A, siis saab
kordajaid ay, s, ..., as dra midrava vorrandisiisteemi kirjutada maatrikskujul

Da® = Ca.

Analoogselt valemile (2.12) avalduvad kujufunktsioonid
N’ = pC~!D = ND.

Seose element, haaval lahti kirjutades on tulemuseks

N =N, i=1,2,34 N = %Ni i=57 N = %N{, =68,

Nii kuuesolmelise kolmnurk- kui kaheksasdlmelise nelinurkelemendi korral
tekib etteantavate tingimuste kooskola probleem. Kiilje keskpunktis antav tu-
letis on suunatud piki vélisnormaali, seega kdrvuti asetsevate elementide kor-
ral on need vastasmérgiga. Pole mingit pojust eelistada iihte elementi teisele,
seetdttu tuleb iga elemendiga siduda teiste elementidega kooskoélaline normaa-
lide orientatsioon, et viltida vastuolusid. Seda saab teha automaatselt plaadi
elementideks jaotamise kéigus.

Lisaks on tarvis leida maatriksid VIN ja B. Leiame need maatriksid lokaalses
&n-teljestikus. Kuna kujufunktsioonid on §abloonfunktsioonide lineaarkombinat-
sioonid, siis leiame vaid funktsioonidele N vastavad maatriksid. Maatriksi VIN

13Kuna teisendus oli ortogonaalne, siis siilisid kéik nurgad ning ainus, mis muutus oli ska-
leerimisfaktor.
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elemendid on
1
VN = —177(25 +n-1),
1
VN = 177(77 -2{-1),

1
VNm=ﬂﬂ@§+n+U,

VN4 = —in(n —26+1),
VNi5 =¢&n,
VN7 =—¢&n,

1
VN3, = —15(5 +2n—1),
1
VN2 = 15(277 -{-1),
1
VN33 = 15(5 +2n+1),

VN = - 1600 - €+ 1)

1 1 1
Nos=-n+=(2—=
\Y 2,5 277+ 25 27
VN276 = —f?’],
1 1 1
Noyqg=-n+=—=¢
v 2,7 277+ 9 26 i
VN278 = fn

Et avaldis oleks kompaktsem ja arvutuslikult efektiivsusem asendame korduvalt

esinevad liikmed

e e
1 4 ) 2 2 )
Maatriks B avaldub kujul
—31 —31
B-| -l ok
—§-n+35 n—E&—3

=~

U]
5¢

E+n+y &

1 " 3 1 3
IR T N S
—5 26 —2np =26 27

M

See on nii lihtsal kujul, et asendused oluliselt maatriksi arvutamise efektiivsust

ei tosta.
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4 Nelja solmega ristkiilik- ja nelinurkelement

Esimesena soovitasid seda elementi Adini ja Clough[Ad/Clo61] aastal 1961. Hil-

jem aastal 1963 soovitas seda elementi kasutada Melosh[Mel63]. Elemendi neljas

solmes saab anda ette libipainded w ja ldbipainde osatuletised %—’; ja %—Z.

Joonis 16: Niide neljasdlmelisest nelinurkelemendist.

Element on kolmandat jarku aproksimatsiooniga, mis sisaldab kahte para-
siitliiget ja avaldub kujul

w = o1 + a2 + a3y + a4m2 + asxy + a6y2 + a7m3 + aga:2y + aga:y2 + a10y3

+a11x3y+a12xy3. (321)

Element pole kooskdlaline, kuna ldbipainde aproksimatsioon elemendi kiiljel
on parametriseeritav kolmanda astme poliinoomiks kui votta elemendi kiiljed
paraleelselt z- voi y-teljega(hiljem nieme, et elemendi sabloon on lokaalses tel-
jestikus just selline). Seega on meil libipainde nelja konstandi mé#édramiseks
tapselt neli tingimust: ldbipaine ja ldbipainde puutujasihiline tuletis elemen-
di kiilje otstes ning seega on ldbipaine ning l&bipainde puutujasihiline tuletis
pidev elemendi rajal. Normaalisihiline tuletis taandub samuti kolmanda ast-
me poliinoomiks. Erinevalt ldbipaindest on meil kasutada vaid kaks tingimust:
labipainde normaalisihilised tuletised kiilje otstes. Libipainde viirtused kiilje
otstes ja normaalisihiline tuletis pole kuidagi seotud. Vaatame selle tdestuseks
y-teljega paraleelset kiilge. Tuletis %—’; ei soltu konstantidest ag ja ag, seega
muutes vaid o ja az on voimalik saavutada suvalised ldbipainded kiilje otstes.
Seega jadb midramata kaks konstanti, mistdttu pole ldbipainde normaalisihiline
tuletis kahe elemendi rajal pidev.

Aproksimatsiooni leidmisel vaatame esmalt erijuhtu, mida hakkame hiljem
kasutama iildisemate elementide Sabloonina. Olgu meil ¢n-koordinaattelgedes
ruudukujuline element nagu joonisel.
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Joonis 17: Neljasolmelise nelinurkelemendi Sabloon.

Labipainde osatuletised avalduvad kujul

ow

o = 0ot 2l +asn + 3a7€” + 2a5€n + agr’ + 3an ¥ + anr’,

ow

3_77 = ag + asé + 206m + ag€> + 2a9én + 3a10n® + @112 + 3ai2én?.
Eelnevat arvestades saame kordajate oy, s, . . . , a2 midramiseks vorrandisiisteemi

Wy =01 —Qy —Q3 + a4 +a5 + Qg —Qr —ag — Qg — Q10 + Q11 + Q12,
w2 =a1 +Qy —a3 + a4 —Q5 + Qs + a7 —ag + Qg — Q10 — Q11 — 12,
w3 =1 +az +a3 +a4 +as + ag +ar +ag + ag + a9 +arp + a2,

Wy =01 —Qy +a3 a4 —Q5 + Qg — Q7 + Qg — Qg + Q10 — Q11 — 12,

§1 = s — 204 — a5 + 3a7 + 2ag + ag — 3a1; — @19,

So = a3 — a5 — 206 + ag + 2a9 + 3190 — @11 — 339,

S3 = ag + 204 — a5 + 3ar — 2a8 + ag — 3] — @19,

S4 = a3 + as — 2a6 + ag — 2a9 + 3a9 + @11 + a9,

S5 = ag + 204 + a5 + 3a7 + 2ag + ag + 3aq1 + @19,

86 = az + as + 2ap + ag + 2ag + 3ayp + a1 + 312,

S7 = ay — 204 + a5 + 3ar — 2ag + ag + 3ag1 + @129,

sg = a3z — as + 2a6 + ag — 29 + 3a1g — a1 — 312
Tahistame vorrandisiisteemi maatriksi C ja antud suuruste vektorit traditsioo-
niliselt a® = (w; wy ... sg). Kujufunktsioonid miirame vastavalt vordusele

(2.12). Vektor p on antud juhul p = (1 £ 5 ... &n®). Element haaval vorduse
lahti kirjutades, saame esimeseks neljaks kujufunktsiooniks

N, = —l(n—l)(f—1)(€2+£+n2+n—2),

8
No = 5= D+ 1)(E =€+ +1-2)

) (3.22)
Ny = =2+ DE+DE —&+n° —n-2),
Ni= g+ DE-DE + 647" —y-2).
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Ulejisinud kaheksa kujufunktsiooni on

Ny= e+ Dl - DE-1%  No= (e~ Do+ D17,
No= —a(€- - DE+1?, Ny = =(E+ D)0+ —1)%

- 5 (3.23)
No= (e~ D+ DE+D?,  Nio= g€+ 10—+ 17

Ni= g€+ D@+ DE-1%  Nio=—(~ D= D+17

Uldistame tulemust suvalisele ristkiiliku kujulisele elemendile. Kordinaatide iile-
minekuvalemid lokaalsest £n-teljestikust globaalsesse zy-teljestikku voib votta
kujul (3.17). See lineaarteisendus viib lokaalse aproksimatsiooni kujul (3.21) {ile
peaaegu samal kujul olevaks globaalseks aproksimatsiooniks. Reeglina tekkivad
selle tottu moned omavahel séltuvate kordajatega neljanda astmega lisalitkmed,
mis ei muuda elemendi aproksimatsioonijiarku.

Aproksimatsiooni lokaalsed ja globaalsed osatuletised on omavahelise omava-
hel seotud vérrandiga (3.19), kus iileminekumaatriks J7 on kujul (3.18). Véttes
blokkdiagonaalmaatriksi D, mille diagonaalil on {ihikmaatriks I, ja seejirel ne-
li korda maatriks J7, saab kordajad a1, as, ..., a2 miirava vorrandisiisteemi
kirjutada iiles kujul

Da® = Ca,
seega kujufunktsioonid avalduvad kujul
N' =pC~'D = ND.
Maatriksseose element haaval lahti kirjutamisel saame

N'=N;, i=1,23,4;

Iz —T1 T3 — T2

Né = 5 Ns + 5 Ns, Ne,;: D) N5 + 5 Ng,
Né:mQ;m1N7+x3;x2N8, Nézgj\f?-i-ul\fs,
Né:x2;x1N9+m3;$2N10’ N{0:y2;y1N9+y32y2N10’
N{1:$2;$1N11+$3_$2N12, N{2=y2_y1N +y3—y2N12.

(3.24)

Vaatame niiiid ristkiilikelemendi tildistust nelja sdlmega nelinurkelementi. Selle
elemendi saamiseks kasutame sama Sablooni kui ristkiilikelemendi korral. Tei-
senduse defineerimiseks tihistame funktsioonid*

M= €= D0-1D,  My=—g(E+Dn-1),

My= €+ 00+, Mi=—g(E-Dn+1).

14Need funktsioonid on nelja s6lmelise ja nelja tingimusega ruudukujulise elemendi kuju-
funktsioonid. Antud viisil teisenduse defineerimine on kiillaltki tiiiipiline, seda kasutatakse
tihti isoparameetriliste elementide korral.

(3.25)
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Vastav bilineaarne teisendus, mis viib meie Sablooni soovitud nelinurgaks glo-
baalses xy-teljestikus, on kujul

r=M(n)x®, y=M(n)y®, (3.26)

kus rea ja veeru vektorid on
M = (My Mz M3 My), x°=(z1 22 23 334)T; vy =(y1 92 ys y4)T-

Alaloogselt ristkiilikelemendile jitame aproksimatsiooni kuju lokaalses teljesti-
kus samaks. Teisenduse (3.26) kujus lihtuvalt saame seosed osatuletisete vahel

_65__3337 23 +_3y7 afy’
ow OwoM(,n) o OwdoM(En) .
— = Uyt 2 Uyl

(3.27)

Alaloogselt ristkiilikelemendiga toome sisse iileminekumaatriksi J7'. Arvutades
solmedes 1,2,3 ja 4 vordustes (3.27) olevad osatuletiste g—‘; ja 88—‘;’ kordajad,
saame tulemuseks maatriksid

To2—T1 Yy2—y1 T2—T1 Yy2—y1
J. 7T = 2 2 3.7 = 2 2
1 Ta—xy  Ya—y1 | 2 Tz—Ty  Ys—y2 |
2 2 2 2
T3 T4 Yz —ya T3 —Ta4 Yz —ya
J.T = 2 2 J.T = 2 2
3 T3—Tz  Yya—ys | 4 Ta—wy  Ya—y1 |-
2 2 2 2

Vottes blokkdiagonaalmaatriksiks D maatriksi, mille peadiagonaalil on iihik-
maatriks Iy ja seejirel maatriksid JlT,JzT,JgT ja J4T, saame o, s, ..., 012
leidmiseks uue maatriksvorrandi

Da® = Ca,

analoogselt ristkiilikelemendiga on kujufunktsioonid avaldatavad lineaarkombi-
natsioonidena Sabloonfunktsioonidest

N!" = N; i=1,2,3,4;

T2 — T1 Ty —T1 Y2 — Y1

N!' = N, N, NI = N. N,
5 5 5+ 5 65 6 5+ 5 65
Ty — X r3 —x — _

N}’: 22 1N7+ 32 st, Né’:yz y1N7+y32y2N8,
Né/:$3;564N9+$3;$2N10’ N{b:y3;y4Ng+y3—y2Nm’
T3 — T Ty —T — —

Nill — 3 5 4]\/v11 + 4 5 1N12, N{IQ — Ys 5 Ya Nll + Ya 5 Y1 le,

Et kujufunktsioonid on lineaarkombinatsioonid sabloonfunktsioonidest (3.22)
ja (3.23), siis leiame siin vaid nendele vastavad maatriksid VIN ja B. Gradiendi
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elemendid on

VNia = —g(n = D07 47436 =3, VNay = —2(6~D(E +E+ 3 ~3),

—t

VNis=-(n—-1)1n*+n+3-3), VNys= é(l +6)(& - €+ 397 - 3),
VNis = —g (1m0 —n 436 —3), Vhas = —<(1+8)(€ — &+ ~3),

oo

VNio = g0 43 —3),  VNay = (6 — (€ +E+ 37 - 3),
VNis = —g(€-DE-DEHD,  Tas = —51+OE- 17,

VNio = —5(1+0)0 - 1%, Voo = —5(n = D€~ 1)@+ 1),
VNir= -390 -DEE-D,  TNar = —g(E- D1+,

VNis = 5L n)n - 1) VNas = 50— 1)(1+ €)@+ 1),
Vo= SO0 +9)@E-D,  TNag = - DA+,

VN = 50— D+ 1), Voo = g (101 + B - 1),
VNia = g€ DAFmE D, VN = 51+OE- 17,

VN1 =~ = D1+, Vo = —5(1+ )€~ (30— 1)

Arvutusliku efektiivsuse tostmiseks saab teha jirgmised asendused:

a1 =1+¢, by = 36+ 1, cr =&+ ¢+ 30 -3,
m=1-6 k=MoL e=@ogrdton
a3:1+77, b3:377+1, 03:7]2"‘7’]4‘362—3, '
ag=1-mn, by =3n-1, ca =1n° —n+ 3¢ - 3.
Selle tulemusena saab maatriks VIN kompaktse kuju
ON 1 [ ascs, —ascs, —azcs, aszcs, —azashi, —azaj, aiashs, azaj, aragbs, —asaj, —asazby, asaj
8 \axe1, aicy, —a1cy, —ayer, —a1a3,  —asabs, azal, —asaybs, —asas, azaby, a1a3, azasby
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Maatriksi B elemendid on kujul

3
By, = —15(77 - 1),
Bys = 2¢(n—1)
1,2 = 1 n >
3
B3 = —15(1‘“7)7
3
By = 15(1+n),
1
Bis = —1(77 -3¢ -1),
Bl,ﬁ :07

Buz= =300 — DB+ 1)

B1,8 = 0>

1
By = 1(1 +n)(3 + 1),
Bi,10 =0,

By = i(l +n)(3¢ = 1),

B2 =0,

3
By = —177(5 - 1),
3
By = 177(1 +£),
3
By3 = —177(1 +§),
Boy =2 —1)
24 = 477 )
B2,5 = 07
1
By = —1(5 -8By —1),
B2,7 = 0>
1
By = 1 (1+&)(3n 1),
B2,9 = 0>
1
By 10 = 1(1 +&)(3n +1),

By11 =0,

By = —i(f -1)@3n+1),

3 3
By =—--6-"p+1
3,1 45 477+v
3 3
B3o=-4+9> -1
3,2 4§+477 )

3 3
B3s=—--6-Z"p?4+1
3,3 45 a7t h

3 3
Bys=-4+9p> -1
a4 =&+ — 1L

Bys= (€~ DEE+1),

1
B3 = —1(77 -1)@Bn+1),

Byr=—7(1+6)(3 1),

Bys = 700 = )1+ 1),
By = 7(1+8)(3¢ - 1),

Bz 10 =~(1+n)(3n-1),

1
1
JE-DEE+),

B3 =

1
B3> = —1(1 +n)(3n —1).

Kasutadas asenduste (3.29) kahte esimest tulpa ja lisaasendust

c=3(& +1°), (3.30)
saab maatriksi B muuta kompaktsemaks
3as, —38as, —3&as, 3&as, asbs, 0, asbi, 0, a3by, 0, azbz, 0
B = Z 3’170,2, 3’170,1, —377&1, —377&2, 0, b4(],2, 0, b4(],1, 0, b3(],1, 0, b3a2

4—c, c—4, 4—c, c—4, bay, bzas, —a1bz, —bzay, a1bz, agby, —braz, —asby
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5 Nelja s6lmega kolmnurkelement

Me kasutame antud elementi, kuna see sobib neljasclmelise nelinurkelemendiga.

Solmedes 1,2,3 saab ette anda ldbipainde w ja ldbipainde tuletised %—‘; ja g—’;’.

Lisaks saab kolmnurga mediaanide 16ikepunktis ette anda ldbipainde w.

Joonis 18: N#ide neljasdlmelisest kolmnurkelemendist.

Neljas s6lm on lisatud praktilistel kaalutlustel. Kolm s6lme annavad 9 va-
balt fikseeritavat kordajat. Selleks, et aproksimatsiooni jirk oleks sama, mis nel-
jasolmelisel nelinurkelemendil, on tarvis veel iiht kordajat. Stimmetriakaalutlus-
tel ei saa kiilgedele uut solme lisada, seega tuleb see lisada kolmnurga sisse!.
Tuues sisse pindalakoordinaadid, on mediaanide 16ikepunkt siimeetriline koigi

pindalakoordinaatide suhtes!'®. Fikseerime lokaalse aproksimatsiooni kujul

w =0y + oLy +asly + CK4£% +as L1 Ly + Clgﬁ% + Cl7£? + QSE%EQ
+ agﬁlﬁg + Ckl[)EB. (331)

Et osatuletised antakse ette paaris, siis saame efektiivselt dra kasutada lokaalses
L1 Lo-teljestikus saadud tulemusi. Et lokaalses teljestikus saadud kujufunktsioo-
nid oleksid siimeetrilised, anname siimeetrilised algtingimused. Selleks anname
osatuletised, mitte £; ja Lo-telje suunas, vaid igas viilissdlmes suunatuna kolm-
nurga sisse.

158ellisel lihenemisel on kiill puudused, sest kasulik on omada sélme mitmes elemendis st.
elemendi rajal. Aga aproksimatsiooni jirgu tous voiks selle korvata.

16Mediaanide 16ikepunkt jaotab mediaani suhtes 1:2. Kasutades seda pindalakoordinaatide
arvutamisel, saame lihtsatest geomeetrilistest kaalutlustest £1 = L2 = L3.
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Joonis 19: Neljasolmelise kolmnurkelemendi §abloon.

Kordajate ay, s, ..., a9 midramiseks saame jargmised vorrandid

w1 = a1 +az + g +ar
wy = a1 + a3 + ag + Q1o

w3 = 1

1 1 1
wy = o1 + g(OéQ +Oé3) + 5(044 + as +Oéﬁ) + E(Oﬂ + ag + ag +a10)

o = <3w(1,0) B 3w(1,0)) 1 (

—ao + a3 — 204 + a5 — 3ay +Oég)

VAN 9L, V2
ow(1,0
89 = —%1) = —ay — 204 — 3oy
ow(0,1
S3 = —%2) = —Q3 — 20&6 — 30(10
1 (ow(0,1) dw(0,1)\ 1
S4 = \/5 ( 8[:1 8[:2 = \/§ (CMQ a3 + Qs 2&6 + Qg 3&10)
S5 = Q2
S¢ = Q3

Tahistame vorrandisiisteemi kordajate maatriksit C. Maatriksi p6oramisreegli
(2.12) abil saame avaldada kujufunktsioonid, millest esimesed neli avalduvad
kujul

Ny = L1(=2L] + TL1 Lo+ TL3 + 3Ly — TLs),

Ny = 52(75% +7L1Ls — 25% — 7L + 352),

N3 = (L1 + Lo —1)(2L3 + 11L, Ly +2L35 — L1 — Lo — 1),

Ny =27L2L1(1 — L1 — L2)
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ja iilejaanud kuus kujufunktsiooni avalduvad kujul

N5 = V2L, Lo(—1+2L1 + Lo),

Ne = L1(1 — L1 — L2)(L1 — L2),

Ny =Lo(1—- L1 = L2)(L2 — L),

Ng = V2L Lo(L1 +2L2 — 1),
No=Ly(L1+2Ls — 1)(L1 + L2 — 1),
Nig=Lo(Ly + Lo —1)(2L1 + L2 —1).

Kujufunktsioonide N5 ja Ns ees on irratsionaalne kordaja v/2. Kuna edaspidises
arutelus ilmneb, et tulemust iildistades taandub see vélja, siis jargnevalt loobu-
me irratsionaalsusest. Kasutades pindalakoordinaatide £, £ ja L3 omavahelist
seost, saab Sabloonfunktsioonid N] muuta stimeetriliseks:

N| = L£2(3 —2L1) —TL1LoLs, Ny = L3(3 —2Ly) —TL1LoL3,
N} = L£2(3—2L3) —TLLaL3, Ny =27L1L2L3,

N! = £, Lo(L1 — L3), N, = L1L5(L1 — L3), (3.32)
NL = LoL3(Ls — L1), N. = £1Lo(Ls — L3),
N, = £1L5(L5 — L2), Nly = L2L5(Ls — L1).

Votame teisenduse Sabloonist globaalsesse zy-teljestikku vastavalt valemitele
(3.6). Uleminekumaatriks J7, mis seob tuletisi lokaalses teljestikus ja tuletistega
globaalses teljestikus, on konstantne ja avaldub vastavalt valemile (4.2)

A:(xl_w3 91_93). (3.33)
T2 —T3 Y2 —Y3

Globaalses teljestikus anname ette osatuletised %—’;’ ja %—‘;’, kuid et lokaalselt
andsime Sabloonfunktsioonide tuletamisel igas s6lmes erisuunalised osatuleti-
sed, siis on tarvis eraldi {ileminekumaatrikseid, mis teisendaksid V¢,w solmedes
olevateks osatuletisteks. Seega teisendavad V,,w, meile sobivateks osatuletis-
teks tileminekumaatriksid

_ 1 1 T2—x] Yyi—y2

j= (37 )= (L7, 7). (3:34)
-1 0 T3 —T1 Ys— U
-1 0 T3 — -

Az = (L o ) JT = ( Fe y;ﬂ;“) : (3.35)
vz V2 V2 V2

Az =137 =J7, (3.36)

mis on indekseeritud vastavalt solmedele. Vottes plokkdiagonaalmaatrisi D dia-
gonaalile ihikmaatriksi I, ja maatriksid A;, Az ja Ag saame kordajate o,
Qs,...,a19 midramiseks vorrandisiisteemi

Da® = Ca.

Analoogselt valemile (2.12) saame avaldada uued kujufunktsioonid vanade kau-
du

N” = pC D = ND.
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Seose element haaval lahti kirjutades, saame irratsionaalsusteta tulemuse

N!'=N;, i=1,2,34;

Ng' = (x2 — 1) N5 + (23 —21)Ng,  Ng' = (y2 —y1) N5 + (ys — y1) N,

N7’ = (w3 — 21)N7 + (21 —22)Ng,  Ng' = (ys —y1) N7 + (y1 — y2) Ny,

Ny’ = (z1 — x3)Ng + (22 — 23)Nip, Nio = (y1 —y3)Ng + (y2 — y3) Vi,
Kuna kujufunktsioonid on lineaarkombinatsioonid Sabloonfunktsioonidest

N, siis arvutame vaid nendele vastavate maatriksite VN ja B elemendid. Maat-
riksi VN elemendid avalduvad jargmiselt:

VNi1 =6(Ly — L£3)+T7(L3 — L2) + 14L, Lo,
VNo 1 =T7L1(—1+ L1 +2L5),

VN o = TL2(2L1 + Lo — 1),

VNap =T(L] = TL1) +6(Ly — L£3) + 14L1 Lo,
VN3 =6(L] —6L1) + 13(L5 — L2) + 26L, Lo,
VN2 =13(L3 — L£1) + 6(L35 — L2) +26L, Lo,
VN4 = —27Ls(2L1 + Lo — 1),

VN4 = —27L1 (L1 +2L> — 1),

VN5 = Lo(4Ly + Lo — 1),

VNy5 = L1201 +2L5 — 1),

VN1 =2Ly — 3L + L3 — Lo,

VNag = L£1(2L5 — 1),

VN7 = Ls(2L, — 1),

VNa7 =L} — Ly —3L5+2Lo,

VNig = L2(2L1 4+ 2L — 1),

VNag = L1(L1 + 4Ly — 1),

VNig=1+3L] —4Ly +2L5 — 3Ly +6L,Lo,
VNsg = L1(3L1 + 4L — 3),

V Ny 10 = L£2(3L2 — 3+ 4Ly),
VNai1o=1+2L7 — 3Ly +3L3 — 4Ly + 6L, Lo.

Tehes jargnevad asendused

@ = L1(Lr — 1), dy = 2(L1 + L) — 1,

as = Lo(Lo — 1), dy = L2(2L1 + L2 — 1), (3.37)
b =L+ Ly, ds = L1(L1 +2L5 — 1),

c = L1Ly;
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saavad maatriksi elemendid veidi kompaktsema kuju

VN1 = —6a; + 7az + 14c,

VN, = 7ds,
VNi 3 = 6a; + 13as + 26¢,
VN174 = —27d2,

VN5 =Lo(4L1 + L2 — 1),
VN6 =—3a1 +a2— L4,
VN7 =2c— Ly,

VN8 = Ladi,

VN9 =3a; +2a, —b+6¢c+1,
V Ny 10 = L2(4L1 + 3L2 — 3),

V Ny, = 7ds,
V Ny = Ta; — 6a2 + l4c,
VN33 = 13a1 + 6as + 26¢,

V Ny 4 = —27d3,

V Ny 5 = Lydy,

VN6 =2c— L4,
VN> 7 =al —3as — Lo,

VNos = L1(L1 +4Ls — 1),
VNzyg =L (351 +4Ly — 3),
VN2’10 = 2@1 + 3@2 —-b + GC-l- 1.

Maatriksi B elemendid avalduvad jargmiselt:

Bl,l - 6 - ].2,61 + 14,62,

B2’1 = 1451,

Bs = 28 + 28L, — 14,

B, = 14L,, Byo =6+ 14Ly —12L,, Bso =28L1 + 28L, — 14,
B13=12L1 +26Ly — 6, B3 =26Ly +12L5 —6, B33 =52L; +52L5 — 26,
B4 = —54L,, By 4 = —54L4, B3 4 =54 —108L; — 108L>,
By 5 =4L,, By s = 2Ly, Bss =8y +4L5 -2,
Big=2-6Ly, By = 2Ly, B3g=4L> -2,

By 7 =2L,, By 7 =—6L>+2, B3 =4L, -2,

By s = 2L,, By g = 4L, B3 s =4L, + 8Ly — 2,
Big=6L,+6Ly —4, By = 4L, Bsg =12L, + 8L, — 6,
B0 = 4L5, By1o=6L1+6Ly —4, Bsi9=8L;+12L; -6,

kusjuures moneti aitab arvutuste efektiivsust tdsta asendus

a:2£1

+ 2L, — 1.
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IV peatiikk
Integreerimine

1 Maatriksite VNG ja Bj avaldamine lokaalses teljestikus

Eelmises peatiikis tuletasime neli erinevat elementi. K&igi nende juures kasutasi-
me teatavat sorti Sabloone ja regulaarset (lineaarset voi bilineaarset)teisendust,
mis viis Sablooni meile sobiva kujuga elemendiks globaalses zy-teljestikus. See
ldhenemine véimaldas meil elementide kujufunktsioonide saamise taandada suu-
res osas Sabloonfunktsioonide kombineerimisele. Teine koht, kus saab elemendi
Sabloone edukalt dra kasutada, on integreerimine. Integreerimine fikseeritud ku-
juga Sabloonis on tunduvalt lihtsam kui suvalise kujuga neli- v6i kolmnurgas.
Jargneva osa eesmirk on tuletada tileminekuvalemid, mille alusel saaks piirduda
integreerimisega Sabloonelementides. Olgu meil teisendus

7. lr=aEn),
y=y(n)

lokaaksest teljestikust globaalsesse teljestikku. Vaatame esmalt kuidas avaldub
Vx,yNj lokaalsetes koordinaatides. Vastavalt liitfunktsiooni diferentseerimise
reeglile, saame

ON§ _ GNE% GNE@

o¢ oxr O¢ oy 0¢

8N§ _ 6N§ oz 8N5@'

oy~ oz oy T Oy o¢

Need vordused on kompaktselt esitatavad maatrikskujul
VeuN§ =37V, Ng, (4.1)
kus J on teisenduse T jakobijaan
9z Oz
I=1{8 o |- (4.2)
9 an

Lisaks jakobijaanile J on muutujavahetuse tegemiseks kahekordses integraalis
tarvis teada ka determinanti detJ, mistottu leiame lisaks maatriksitele J ja
J~! ka determinandi det J.

Erinevate elementide korral avalduvad J, J~! ja det J erinevalt. Kolmnurkse
elemendi korral on, arvestades valemeid!'” (3.6), tulemuseks'®

J= Tr1 —x3 T2 — T3 Jl = 1 Y2 —Ys T3 — T2
Vi—Ys Y2—Ys )’ 25 \ys—y1 @ —a3 )’ (4.3)

detJ = QSA = 112 X 123.

17Erinevate teisenduste iihesuse kiisitlemise huvides on originaalteisenduses £; asendatud
¢ ja L2 asendatud 7.

18T3histame suurusega a x b kahe tasandilise vektori a ja b vektorkorrustise z-komponenti.
Harilikult tdhistatakse nii vektorkorrutist, aga antud juhul lihtsustab tdhis avaldisi. Pealegi
on tasandiliste vektorite korral vektorkorrustise esimesed kaks komponenti alati nullid.
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Ristkiiliku kujulise elemendi teisendus on kujul (3.17) ja tulemuseks on

_1 Tog —T1 T3 — T2 —1_2 Ys — Y2 T2 — T3
J=- ) J - ’
2\Y2—Y1 Y3 — Y2 S\ —Y2 T2—11

S _ il

detJ = 2
€ 1 1

Nelinurkse elemendi teisendus on kujul (3.26). Kuna vastavad maatriksid tule-
vad keeruliste elementidega, siis asendame korduvaid liikmeid uute t&histega.

(4.4)

a1 =1 — T2+ T3 — Ty, b1 =y1 —y2 +y3 — ya,
a2 = T1 + T2 — T3 — Ty, bo =y1+y2 — Y3 — ya, (4.5)
az =Ty — Ty — T3 + T4, bs =y1 — Y2 — Y3 + Y,
_123><134—112><141 _ liz X 114 +134 X 132 _ S
Co = - _Za
8 8 (4.6)
_ liz X lag + 112 X 141 _ lag x 134 — l12 x 123
C1 = ] ) C2 = ]

Selle tulemusena saame maatriksid J ja J~' avaldada kompaktsel kujul
J= 1 an — as 0,15 — as J_1 _ 1 blf — b2 —alf + a2
4\bigp—by b&—by )’ 4detJ \-bin+b3 am—as )’
detJ = co + 1€ + com.

(4.7)

Lisaks sellele on meil tarvis leida tileminekuvalemid maatriksi B arvuta-
miseks lokaalses teljestikus. Lihtume eelvalt tuletatud matriksvordustest (4.1).
Neid komponenditi diferentseerides saame'?

O2Nf 92Ny (8:1:)2 ZO°N; dx dy | 0Ny (@)2

22— oz \0¢ Doy DE0E T o2 \ ¢
ONf 0%z ONf 0%y
or 0 | 0y 0¢
PN 0N 020n DN (Do 0000 0N 000
00y Oz 0£0n  Oxdy \OEOn  On O Oy? O On

N ON &z ON; 0%

Ox¢ 9Edn Oy OEIm’

2Nf 92Ny (m«)Q LJOPNf Oz dy | O°Ny <8y)2
on? 0x2 \ 0y Oxdy On On oy? \0n
ONf 0%z ONf 0%y
o o By o

T&histame Bi‘,n teiste tuletiste maatriksi i-ndat rida lokaalses &n-teljestikus ja

_|_

+

B;y teiste tuletiste maatriksi i-ndat rida globaalses xy-teljestikus ning tuues
sisse iileminekumaatriksid

dz 9z Oy dy dz By 2z %y
D€ D€ ¢ DE D€ D€ B2 og*
Q=| 2z 9y Oy oz Oy R = | 2% 9%y (4.9)
- on on on on on dn ) - on? on? ’ !
90z 0z 9Bydy Dz dy 4 Oz 0y %z 9%y
¢ On §0n 0§ On on 0§ dEdny  BEon

19Et viltida topeltindekseid, siin loobume elementi tdhistavast indeksist 5.
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vordused (4.8) anda maatriksvordusena?®

B! =QBL, +RV,,N;
ja seejarel {ildistada tile terve maatriksi
e = QBg, + RVy yN°. (4.10)

Kui elemendi 8abloon on kolmnurkne, siis teisendusele (3.6) lineaarsuse tottu
on maatriks R = 0 ja seega saab vorrand (4.10) kuju

B¢, = QBxy © Bxy =Q 'B¢, (4.11)

Kuna meil on tarvis minna iile lokaalsest teljestikust globaalsesse, siis avaldame
vaid Q1. Maatriksi elementide lihtsustamiseks tihistame maatriksis elemendi
kiilgede vektorite 112, 123 ja 131  komponente [, ja y-komponente [, 5. Vasta-
valt teisenduse kujule (3.6) saame tulemuseks

1 % 315 31 523
Q'= 157 las} I315 I3111231 . (4.12)
& \=2la32l31  —2l311l312  —laz1lz12 — lazalag

Ristkiiliku kujulise elemendi korral on teisendus (3.17) lineaarne ja maatriks
R = 0 ning kehtivad valemid (4.11). Maatriks Q! avaldub vektorite 112 ja lag
komponentide kaudu

4 las) L) ~l335l125
Q'= B las} Lo} —la31l121 . (4.13)
—2l331l230  —2l121l129 11210239 + 1220234

Nelinurkse elemendi teisendused pole lineaarsed, mille t&ttu saame
B;y = Q_IBE,n - Q_lex,yNe- (414)

Maatriksi VING, saab leida vastavalt valemile (4.1). Kui lisaks asendustele (4.5)
kasutada asendusi

do = lag X 134 — 112 X 141 = 25

c1 = —li2 X134, dy = —lag x 14,
e = b2 — blf, €y = b3 - b177, (415)
es = ax — a1§, e4 =az — a1,

siis saame maatriksid avaldada kujul

2 2

) 4 €1 €5 —€1€2
Q '= 5 e2 e3 —eseq , (4.16)
(dO + dlf + d2’l7) —26163 —26264 e1eq + eses
1 0 O
R=_10 0. (4.17)
a1 b1

2 ; .. - .
ning B¢ ,; viimane rida on 2%, siis maatriksi

20Kuna B viimane rida on kujul 2&
xy J Ozdy

L kordajate kuju erineb veidi eelnevate vorduste kordajatest.
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2 Integreerimine lokaalses teljestikus

Vastavalt kahekordse integraali muutujavahetuse reeglile avaldub koormuse vek-
tor fij integraalina iile Sabloonelemendi S

fi5 = i N§ ' qdrdy = /S N ™ g det J dédn. (4.18)
B

Elemendi jdikusmaatriks avaldub kujul
e t3 eT eT e
§ = 12 Bxyj DBXdeS 12Bxy6 DBy ;detJdS, (4.19)

kus maatriks By, tuleb leida vastavalt valemile (4.11) voi (4.14). Rajaintegraali
arvutamisel lokaalses teljestikus tuleb arvestada, et

dz\ . (d¢
(dy> -7 (dn> '
Kuna dl = \/dx? + dy?, siis saame tulemuseks
= (d€ dn)ITI(d¢ dn)" =

(6 8- (2]

Nelinurkse elemendi 4 sdlmega elemendi ja ristkiiliku kujulise 8 s6lmega ele-
mendi korral on rajal d§¢ = 0 voi dnp = 0 ja seega tulemus lihtsustub vastavalt

kujule
0 ’ 0 ’
- gr 9y S dn — 0
dl = <8§> +<8§> d¢, kui dn = 0;

2 2
Ox oy .
dl (677> + (317) dn, kui d¢ =0

Mistottu ristkiiliku kujulise elemendi korral on

!
dl = Edg, kui dn = 0; (4.21)

!
dl = Edn, kui d¢ = 0. (4.22)

Kasutades asendusi (4.5), saame nelinurkse elemendi korral

1

dl = Z\/(aln — a3)? + (b1 — bg)2d¢, kui dn = 0; (4.23)
1

di = Z\/(alf —a2)? + (b1€ — b2)?dn, kui d§ = 0. (4.24)

Kuna kiilgedel on vastavalt n ja ¢ konstantsed, siis ka ruutjuure alune avaldis
on konstantne.
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Kolmnurkse elemndi korral on kolmandal kiiljel dn = 0, teisel kiiljel d¢ = 0
ja esimesel kiiljel d¢ = —dn. Mistottu saame iga kiilje jaoks

dly = ly2d¢, dly = lysdn, dls = [31d¢. (4.25)
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3 Rajajoudude vektori arvutatavad komponendid

Plaadile v6ib anda mitmesuguseid rajatingimusi, kuid neist levinumad on kolm
jirgmist

1. jaigalt kinnitatud serv w = const ja g—’g = const;
2. vabalt toetatud serv w = const ja My, = 0;
3. joudude vaba serv M,, =0 ja Q. + % =0.

Kui elemendis on rajatingimusted 1 ja 2, siis pole voimalik vektori fi,5 koiki
komponente arvutada. Arvutada on voimalik vaid neid komponente, mille korral
médramata suurust sisaldav integraal tuleb null. Kuna rajatingimuste vektor on
elemendis antud valemiga (2.38)

oM,
fbe :/ NeT an + —
5= )N ( -

)dl - / (VN$) 0 M,,dl, (4.26)
Ls

siis teist tiilipi rajatngimuse korral on komponent f},; arvutatav parajasti siis,

kui rajaosal I's on kujufunktsioon N; = 0. Esimese rajatingimuse korral peab

lisaks sellele olema null ka normaali sihiline tuletis Bajff, sest

T ON®
VN§) n=—.
( B ) on
Seega esimese rajatingimuse korral on rajajdudude vektori komponent f},; ar-
vutatav parajasti siis, kui raja osal ['s on kujufunktsioon N; = 0 ja VNN; = 0.
Esiteks peab N; = 0 ja seega on puutujasihiline tuletis %ﬁ: = 0 ning teiseks
peab % = 0, mistottu saame VN; = 0.

Anname konkreetsete elementide ja rajatingimuse korral arvutatavad vektori
fbf; komponendid jargmiste tabelitena. Vektorite komponendid on nummerda-
tud vastavalt kolmandale peatiikile. Mitme rajatingimuse kombinatsiooni korral
on kiiljed antud samas jérjekorras rajatingimuste tiitibiga.
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kilg 2 kilg 1

kulg 3

Kuue sdlmega kolmnurkelement

Rajatingimus 2 tihel kiiljel

Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad Arvutamatud
Kiilg 1 4 1,2,3,5,6
Kiilg 2 6 1,2,3,4,5
Kiilg 3 5 1,2,3,4,6

Rajatingimus 1

Olenamata kiiljest on koik komponendid arvutamatud.

Rajatingimus 2 kahel voi kolmel kiiljel
Olenamata kiilgedest on kdik komponendid arvutamatud.

Kaheksa s6lmega ristkiilikelement

Rajatingimus 2

Olenemata kiiljest on kdik komponendid arvutamatud

Rajatingimus 1

Olenemata kiiljest on kdik komponendid arvutamatud.

kulg 3

kilg4  kilg2

kalg 1

Nelja s6lmega nelinurkelement

Rajatingimus 2 tihel kiiljel

Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad Arvutamatud
Kiilg 1 34,6,8,9,10,11,12 | 1,2,5,7
Kiilg 2 1,4,5,6,7,9,11,12 | 2,3,8,10
Kiilg 3 1,2,5,6,7,8,10,12 | 3,4,9,11
Kiilg 4 2,3,5,7,8,9,10,11 | 1,4,6,12

58




Nelja s6lmega nelinurkelement

Rajatingimus 2 kahel kiiljel

Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad | Arvutamatud

Kiiljed 1 ja 2 | 4,6,9,11,12 1,2,3,5,7,8,10

Kiiljed 1 ja 3 | 6,8,10,12 1,2,3,4,5,7,9,11

Kiiljed 1 ja 4 | 3,8,9,10,11 1,2,4,5,6,7,12

Kiiljed 2 ja 3 | 1,5,6,7,12 2,3,4,8,9,10,11

Kiiljed 2 ja 4 | 5,7,9,11 1,2,3,4,6,8,10,12

Kiiljed 3 ja 4 | 2,5,7,8,10 1,3,4,6,9,11,12

Rajatingimus 3 kahel kiiljel

Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad | Arvutamatud
Kiiljed 1,2,3 | 6,12 1,2,3,4,5,7,8,9,10,11
Kiiljed 2,34 | 5,7 1,2,3,4,6,8,9,10,11,12
Kiiljed 3,4,1 | 8,10 1,2,3,4,5,6,7,9,11,12
Kiiljed 4,1,2 | 9,11 1,2,3,4,5,6,7,8,10,12
Rajatingimus 1 iihel kiiljel
Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad | Arvutamatud
Kiilg 1 10,12 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11
Kiilg 2 5,11 1,2,3,4,6,7,8,9,10,12
Kiilg 3 6,8 1,2,3,4,5,7,9,10,11,12
Kiilg 4 7,9 1,2,3,4,5,6,8,10,11,12

Rajatingimus 1 mitmel kiiljel

Olenemata kiilgedest on kodik komponendid arvutamatud.

Rajatingimus 1 ja rajatingimus 2

Rajaosa I'g

Vektor fb

Arvutatavad

Arvutamatud

Kiiljed 1 ja 2

12

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

Kiiljed 2 ja 1 | 11 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12
Kiiljed 2 ja3 | 5 1,2,3,4,6,7,8,9,10,11,12
Kiiljed 3ja2 | 6 1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12
Kiiljed 3 ja4 | 8 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12
Kiiljed 4ja 3 | 7 1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12
Kiiljed 4ja1 | 9 1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12
Kiiljed 1 ja 4 | 10 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12
Kiiljed 1 ja 3 | 10,12 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11
Kiiljed 3 ja 1 | 6,8 1,2,3,4,5,7,9,10,11,12
Kiiljed 2 ja 4 | 5,11 1,2,3,4,6,7,8,9,10,12
Kiiljed 4 ja 2 | 7,9 1,2,3,4,5,6,8,10,11,12
Rajatingimused 1, 2 ja 2
Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad | Arvutamatud
Kiiljed 1,2,3 | 12 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11
Kiiljed 2,34 | 5 1,2,3,4,6,7,8,9,10,11,12
Kiiljed 3,4,1 | 8 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12
Kiiljed 4,1,2 | 9 1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12
Kiiljed 3,1,2 | 3 1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12
Kiiljed 4,2,3 | 7 1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12
Kiiljed 1,4,3 | 10 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12
Kuljed 2,1,4 | 11 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12

Ulejédanud kolme kiiljega kombinatsioonide korral on koik komponendid arvutamatud.




Nelja solmega kolmnurkelement

Rajatingimus 2 tihel kiiljel
Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad | Arvutamatud
Kiilg 1 3,4,6,7,9,10 1,258
Kiilg 2 1,4,5,6,8,9 2,3,7,10
Kiilg 3 2,4,5,7,8,10 1,3,6,9
Rajatingimus 2 kahel kiiljel
Rajaosa I'g Vektor fi,
Arvutatavad | Arvutamatud
Kiiljed 1,2 4,6,9 1,2,3,5,7,8,10
Kiiljed 2,3 4,5,8 1,2,3,6,7,9,10
Kiiljed 3,1 47,10 1,2,3,5,6,8,9

Rajatingimus 2 koigil kolmel kiiljel

Kiiljed 1,2,3

| 4

[1,2,35,6,7,8,9,10

Rajating

imus 1

Olenemata kiilgede arvust on kdik komponendid arvuramatud
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4 Madramata rajatingimuste leidmine

Kui meil on mingil plaadi raja osal antud esimest ja teist tiilipi rajatingimused,
siis reeglina huvitab meid pérast iilesande lahendamist ka rajal mgjuv moment
M, ja loikejoud @,,.. Kasutades lahendit on voimalik moélemad suurused leida,
selleks kasutame vordusi (1.28), (1.24) ning normaali ja puutuja positiivsest
orientatasioonist tulenevat viimast vérdust

M, = niMm + nZMyy + 2nany My,
Mpm = namge Moy + nymy My, + (nymg + ngamy) My,
Qnz = nzQuz + nyQyZa

oM, OM,
sz = E) + a—ya
95 y (4.27)
_ OM,, ~ OM,y,
V= oz Oy ’
t3
M = —EDBa,
Ny = My, Ny = —My.

Tuues sisse reavektorid

(4.28)

Jja asendades maatriksi B maatriksiga Bj ja vektori a vektoriga, 2! aj, saame
esimesed kolm vordust elemendi jaoks panna kirja kujul

B e e B o e oM oM
M, =hM = _EhBBaB’ Mym =cM = _ECBBaB’ Qn:=d—— +e—

kus B on arvutatud globaalses teljestikus. Viimast vordust saab lihtsustada
arvutades vajalikud osatuletised

3 0DB¢ 0DB¢
t (d A B) ag.

an:_ﬁ +e

ox oy

Lisaks saab veel avaldada elemendi rajal mojuva efektiivse 16ikejou

0DB¢
B e
) aB.

3 ODBS
aMnm t ((nyc _ ) B _ (nzc + e)

@z + om 12 or

21 Analoogselt teise peatiiki paragrahvidele 5 ja 6 tihendab see lihtsalt ebaoluliste elementide
korvaldamist.
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5 Ligikaudne integreerimine

Loplikle elementide meetodi rakendamisel on pohi raskus keha jaikusmaatriksi
K ja jouvektorite f}, ja fj arvutamine. Harilikult tehakse seda ligikaudsete numb-
riliste meetoditega. Selleks on mitmeid pohjuseid. Kuna meetod ise on ligi-
kaudne, siis tdpne integreerimine ei anna paremat vastust vorreldes piisava
tdpsusastmega ligikaudse integreerimismeetodiga. Teiseks tdpne integreerimine
suurendab keha jiikust, ligikaudne integreerimine seevastu kompenseerib ena-
masti seda efekti. Heuristiliselt voib I6plike elementide meetodi keha jaigemaks
muutmist seletada sellega, et 16plike elementide meetodi korral on keha ldbipainde
kuju piiratud 16pliku arvu fikseeritud funktsioonide lineaarkombinatsioonidega.
Seetdttu ei saa plaat votta suvalist kuju, mis tdhendab tdiendavaid piiranguid
keha deformatsioonidele. See on intuitiivne pohjendus, miks mudel omab suu-
remat jiikust vorreldes tegelikusega 22 korreksed toestused on toodud niiteks
raamatus [Hug87].

Kolmandaks v6ib tédpne integreerimine osutuda véimatuks voi tiilikaks. N&i-
teks voivad olla teada vaid ligikaudsed plaadi elastsusmaatriksi, koormuse vo6i
rajatingimuse véirtused. Ka keerulisel kujul olevad iileminekumaatriksid J—!
ja Q7! vdivad muuta tépse integreerimise voimatuks véi tehniliselt keerukaks.

Ligikaudsel integreerimisel on ka mitmeid ohte. Uks peamisi neist on rikutud
deformatsioonienergiaga olekud(spurious zero-energy modes). Kogu keha ener-
gia on arvutatav kui integraal

1
U= / eTDedV (4.29)
2 Jo

Vastavalt seostele (1.20) ja (2.16) kehtib seos?
€ = —zBa.

Asendades selle avaldisse (4.29) ja arvestades maatriksi K definitsiooni (2.22)
saame energia avaldada kui

1
U= §aTKa.

Fiitisikalistest kaalutlustest 1dhtuvalt on defomatsioonienergia alati mittenega-
tiivne. See on Gige ka 16plike elementide meetodi korral. Saab niidata, et maat-
riks K on poolpositiivselt mairatud[OttPet92, lk. 170]. Deformatsioonienergiata
reaalsed olekud tekivad plaadi liigutamisest ja pooramisest. Rikutud deformat-
sioonienergiaga olekud tekivad sellest, et ligikaudsel integreerimisel ei vaadata
kogu plaati, vaid tiksikuid punkte. Voib juhtuda, leidub l6plike elementide mee-
todi poolt lubatud deformatsioon wspy, # 0, mille korral on integreerimispunk-
tides koik deformatsioonikomponendid nullid véi kompenseerivad vastastikku
teineteist ja saame ligikaudsel integreerimisel tulemuseks U = 0. Kui valida
koormuse vektor fi nii, et pirast rajatingimuste vorrandisse asendamist tekib
lineaarne homogeene vorrandisiisteem

Ka=0 << aKa=0 (4.30)

22Gee kehtib ka iildisemalt teiste elastsusteooria iilesannete ja soojusjuhtivuse tilesanneta
korral.
23Giin on vaadeldud plaati, millele ei m&ju normaaljdude st. € = 0.
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ja seega on selle iiheks lahendiks ka deformatsioon wgpy,. Kui homogeensel
vorrandisiisteemil (4.30) on peale null-lahendi veel {iks sellest erinev lahend,
siis pole vorrandisiisteem {iheselt lahenduv, hoolimata keha koormamise viisist
ja loplike elementide meetod muutub antud olukorras kasutamatuks.
Ebastabiilsusele ldhedane(near-instability) seisund tuleneb faktist, et fiksee-
ritud rajatingimuse moju kahaneb elemendi jaikusmaatriksile K koos selle kau-
guse suurenemisega rajast. Ligikaudsel integreerimisel voib tihene lahend olemas
olla, aga see on vastuolus fiitisikaliste kaalutlustega. Tulemuseks voib olla néiteks
tala negatiivene pikkus, kui loplike elemetide meetodit rakendatakse talale voi
vms. See tekib reeglina suurte rajatingimuste erinevuse korral. Lisaks sellele on
veel lddtsekujuline-ebastabiilsus (hourglass instability), kus element omandab
vastupanuta lddtsekuju. See ei kandu edasi ja on lihtsalt avastatav.
Ebastabiilsuste valtimiseks tuleb integreerimisjirk hoida kiillalt korge, mis
tdhendab suuremat arvutusmahtu, seetottu on paljudes tarkvarasiisteemides
oigele integreerimisjargu méadramisele pooratud suurt tdhelepanu. Kui tegemist
on konstantse elastsusmaatriksiga, siis on tarvis integreerida fikseeritud astmega
poliinoome. Kui valida piisavalt korge integreerimisjark, saame tépse tulemuse.
See on peamine kriteerium integreerimisjirgu méiramiseks. Kui kasutada mada-
lama jirgu valemeid, siis rikutud deformatsioonienergiaga olekuid on vihemalt

2n — npre — 3Nint, Npre > 3 (4.31)

kus n on tingimuste arv(vektori a moode) ja npq. on fikseeritud ldbipainde

tingimused (w, g—‘;, g—’;’) ja mine on itegreerimispunktide arv.
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6 Kasutatavad ligikaudse integreerimise valemid

Kuna punktide arv on elemendis fikseeritud, siis voib kasutada efektiivseid
Gaussi valemeid ilma integreerimistépsuse kaotamise ohuta. Vaatleme esmalt
tthemootmelist juhtu lihtsuse mottes fikseerime 16igu [—1,1]. Votame 2n — 1
astme poliinoomi

2n
p(z) = Z,Bixifl.
i=1

Téapne integraal avaldub kujul

2n

I= [1p(x)dw = Z %Bl (4.32)

2ti

Aproksimeerime integraali ligikaudselt kvadratuurvalemiga, jittes punktid &; ja
neile vastavad kaalud H; méiiramata, selle tulemuseks on avaldis

n n 2n 2n n
L= Hpp&) =YY & =D 6> Hig™" (4.33)
j=1 j=11i=1 i=1 j=1

Vorreldes komponent haaval summade (4.32) ja (4.33) elemente ja arvesta-
des, et kordajad f; voivad olla suvalised, saame kordajate H; ja punktide &;
médramiseks vorrandisiisteemi

Y»oHig =2 i=1,35,...,2n-1
— )
o (4.34)
> Hig =0  i=246,...,2n
j=1
Lahendades selle vérrandisiisteemi??, saame Gaussi valemid.
Punktide arv | Solmed &; Kordajad H; Jadkliikme jark
n=1 61:0 H1:2 O(h2)
n=2 51:% H =1 O(h%)
&= % H, =1
n=3 q=1/2 Hy =3 O(h)
62 - _\/g H2 = g
§ =0 H; =38
n=4 & = —:V/525+70v30 | Hy =1 — LV/30 | O(h®)
& =2V525+70V30 | Ho=1- 2130
€ =—21/525—70v30 | H3 =1+ £/30
§a=2=V525-70V/30 | Hy =1+ 130

24Gelle juures on mdistlik kasutada siimeetriakaalutlusi st. sdlmed ja nende kordajad H;
peavad olema siimeetrilised 0 punkti suhtes.
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Programmis kasutame integreerimissabloonina 16iku [0, 1] ja siis vastavalt muu-
tujavahetusreeglile teisenevad integreerimispunktid ¢! ja kaalud H; kujule

1+&6 L Hi (4.35)

& = 9 i 2
Jadklitkme jark O(h™) tdhendab, et valemi viga on tokestatud 16igu pikkuse n
astmega ja valem integreerib tipsemalt madalama astme poliinoome. Meie kon-
tekstis tdhendab see, et vihendades elementi 2 korda, viheneb integreerimisest
tingitud viga 2" korda.

Tasapinnaliste piirkondade integreerimiseks on meil tarvis integreerida kahes
sabloonis: ruudus [—1, 1] x [—1, 1] ja kolmnurgas tippudega (0, 1), (1,0) ja (0,0).
Ruudukujulises Sabloonis on lihtne iildistada Gaussi valemeid. Nimelt véime
integraali arvutamise taandada tthemo6dtmelisele juhule.

/ / a:yd:rdy—ZH/ (z,mi)dz + Ri(q)

—ZZHH]pfj,m dm+ZHR2 m)) + Ri(q), (4.36)

i=1 j=1
kus q(y fl x,y)dzr ning R; ja R on vastavate kvadratuurvalemite jadk-
liikmed Kui votta m = n ja kasutada Gaussi valemeid, siis arvestades, et

meil on fikseeritud arv punkte saame valemi jaikliikme jarguks molemas suunas
O(h>"). Seega integreerib valem tépselt poliinoome, mille kummagi kordaja aste
on viiksem kui 2n.

Kolmnurkse piirkonna korral kasutame valemite tuletamiseks sama votet,
mis Gaussi valemitegi puhul. Fikseerime téieliku n astme poliinoomi

n+1

i—1, j—1
E Bijx' Yy
ii=1

i+j<n+2

ja integreerime selle antud kolmnurkses piirkonnas

1 11—z n+2 1—z
:i/mu/. Pﬂfdﬁdydm = j{: Bu]/rh/) T 1] 1dyd$
00 4
S U de— SN g S~ (CDE (i
Biji= / Tl —a)de = Bi.j - - ( ) 4.37
; v = ; ”,;J(IHLZ) p) (43D
i+i<nt2 i+/<n 2

Té&histame f3; ; kordaja S; j. Olgu m-punktiline kvadratuurvalem kujul

n+2 n+2
j{:lep gkank jg: j{: BL] k j{: Bujjz:lef
B k=1 z+lgj<n1+2 z+lg J<n1+2

(4.38)

siis analoogselt vordustes (4.37) ja (4.38) f3; ; kordajaid vordseks lugedes, saame
vorrandisiisteemi

m
Sij= H& 't i j=12...n+1, i+j<n+2  (4.39)
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See siisteem on pohimotteliselt lahendatav. Samas, kui kasutada siimeetrilist
solmede paigutust, lihtsustub vorrandisiisteem tunduvalt. Sealjuures jaib leid-
mata maksimaalse tédpsusega integreerimisvalem, kuid lahendi lihtsus korvab
selle. Pindalakoordinaatide £1,Ls ja L3 peamiste omaduste tottu on kolme
siimeetrilise punkti koordinaatideks £q L5 L3-teljestikus

P, = (a,a,b), P, = (bya,a), Ps=(a,b,a),

kus b = 1 — 2a. Kuna meie integreerimis piirkond oli £, Lo-teljestikus, siis zy-
teljestikus on punktide koordinaadid

Pl:(a’7a)7 P2:(baa')7 P3:(a7b)7

Vastavad kordajad Hj peavad sammuti siimeetria tottu vordsed olema. Kok-
kuvotteks taanduvad suured vorrandisiisteemid lihtsamateks. Tulemused on kok-
ku voéetud jargmises tabelis.Integreerimissdlmed ja kordajad langevad kokku
raamatus [Lahe98, 1k. 87-88] toodud valemitega, kui arvestada meie sabloon-
kolmnurga pindala % ja seal on kolmnurga pindalaks véetud 1. Kéik jagkliikme
jargust viiksema astmega poliinoomid integreeritakse tépselt, erinevalt ruudu-
kujulisest sabloonist, kus poliinoomi astet vaadati molemas muutuja suhtes eral-
di.
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Solmede arv ja
jaakliikme jark

Solmed (&g, mi)

Kordajad Hy,

m=1,00" [&=% m=1% Hi =,

m =3, O(h?) 51=§ 7712% H1=%
&= 3 N2 = g Hy = G
=35 =3 Hs = ¢

m =4, O(h?) flzé 771—% Hl:%
&= 7 2 = 3 Hy = 96
&= 7 TF Hs = 55
=3 =3 H; = _%

m=6,0(h%) | & =21~ LVI0 - £/950 — 220110 | H; = & + =451/950 — 2201/10
m =3 — 7=V10 — 3:1/950 — 22010 4%10\/950 220v/10v/10
&=1+1/10 4L\/950 220v/10 | Hs = & + =151/950 — 2201/10
=4 - %Jm — % 950 — 220v/10 4%10\/950 220v/10v/10
& =14 — 110 \/950 —220V/10 | Hy = & + =L5/950 — 220v/10
ms =3 — 2V10+ £v/950 — 220V/10 | — 2 \/950 220v/10v/10
€=14- LI+ \/950 220V10 | Hy = 5 — 75 V/950 — 220v/10
m=4—LVi0+ 90 950 — 220v/10 | +555v/950 — 220v/10/10
&=L+ 510 - £050 - 22010 | Hs = & — =45 1/950 — 220v/10
s = & — LVI0 - 90\/950 220V/10 | +5551/950 — 220V/10v/10
gﬁzg_%\/— \/950—220\/_0 Hg = 15 — =15 V/950 — 220110
6 = § + $v10 — /950 — 220V/10 | +3251/950 — 220v/10v/10

m =17, O(h®) L =2-5V15 Hi = 555 — 50 V15
m=3z—5vV15
&=73+ V5 H> = 155 ~ m00 V15
1’]2 = 2% —_ 21%\/ 15
ggzg_ga/m Hy = 2 — 53-V/15
N3 = 7 = ﬁ\/ ].5
G=2+5Vi5 Hi = 555 + 5150 V15
m =z +5vV15
&= 7VD LR A
’I’]l = % + %\/ 15

_ 2 T

& =32+ 57V15 Hy = {55 + 33 V15
Ty = % 177 = % H7 = ;—0
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V peatiikk
Praktilised tulemused

1 Liihike kokkuvote

Loplike elememtide realiseerimiseks praktikas on mitmeid véimalusi. Antud t66s
seadsime eesmirgiks realiseerida peamise ja to6mahukaima maatriksvorrandi
koostamise ja lahendamise osa. Loplikult 6nnestus realiseerida vaid kaks ele-
mendi RES8 ja KE6, osaliselt on realiseeritud iilejadinud elemendid NE4 ja KE4.
Kuna integreerida saab iildjuhul vaid ligikaudselt, siis ka rajatingimusi, koor-
must ja elastsusmaatriksit voib siilitada ligikaudselt kasutades interpolatsiooni.

Elementide realiseerimisel on piilitud arvestada programmi laieldamise ja
muutmise voimalusi, mistottu on kasutatud objekt-orienteeritud ldhenemist.
Peale selle kindlustab objekt-orienteeritud l&henemine programmi lihtsa jark-
jirgulise testimise. Kuna integreerimine on t66mahukas, siis kasutame iiht efek-
tiivsemat programmeerimiskeelt C++. Koodi kirjutamiseks ja kompileerimiseks
kasutasime vabavara Bloodshed Dev-C++ 4.0[Dev4.0]. Testimiseks kasuta-
sime arvutuspaketti Maple V 4.00b. Programmi kirjutamisel sai arvestatud
voimaliku arvutustipsuse suurendamise vajadusega. Seetottu on peamised ma-
temaatilised operatsioonid realiseeritud kooskdlas Victor Shoup’i arvutusteegiga
NTL[Shoup01], et vajaduse korral voiks kasutada viimase tdpsemaid ning efek-
tiivsemaid arvutusprimitiive. Programmide dokumenteerimiseks on kasutatud
UML klassidiagramme ja kasutuslugusid. Programmerimisel on piiiitud séilitada
kolmandas ja neljandas peatiikkis sisse toodud t#histust, et lihtsustada koodi
parandamist ja arendamist.

Loplike elementide meedodil pdhinev arvutiprogramm peaks pohimotteli-
selt tegema koiki jargneval lehel toodud joonisel mérgitud tegevusi. T66 suure
mahu téttu voib osa vaja minevatest iilesannetest jitta teiste programmide na-
gu Maple v6i muu visualiseerimiskeskkonna teha. Sellel pohjusel on elementide
salvestusformaat tekstiline, et voimaldada lihtsat {ihildamist teiste programmi-
dega. Monevorra langeb selle juures lugemis ja salvestamiskiirus, kuid see pole
koige ajamahukam osa.

Arvutusteks on tarvis realiseerida kolm pohilist klassi: kujufunktsioonide
klass, elemendi klass ja plaadi klass. Kujufunktsioonide klass on vajalik elemendi
kujufunktsioonide Ng, nende gradiendi VNG ja teiste tuletiste maatriksi Bf ar-
vutamiseks lokaalses teljestikus. Selleks on vastavalt kolmandale peatiikile tarvis
realiseerida Sabloonfunktsioonid ja meeles pidada vastavad kordajad. Elemendi
klass peab olema voimeline arvutama lokaalseid vektoreid fi,3 ja fi ning maat-
riksit K7 ja hiljem neid laiendama vastavalt teises peatiikis toodud reeglitele.
Selleks peab element teadma rajatingimusi, koormust, elastsusmaatriksit, sdlmi
ning kujufunktsioone. Teises peatiikis kisitlesime kiill ainult koormusvilja, kuid
matemaatiliselt on voimalik antud teooriasse tuua sisse ka diskreetsed joud. Sel-
leks kasutatakse Dirac’i §-funktsioone. Praktikas on nende integreerimine liht-
sam kui koormusvilja integreerimine?®

Plaadi klass peab koigile elementidele andma 6iged raja-, koormamis-, elast-
sus- ja muud integreerimiseks tarvilikud tingimused. Seejéirel peab ta kokku

25Hetkel on kiill diskreetsete joudude integreerimine realiseerimata.
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panema maatriksvorrandi Ka = fi, + fi ja eraldama arvutamatud read, asen-
dama teada olevad rajatingimused vektorisse a ning seejérel vorrandisiisteemi
lahendama(kui see on vdimalik). Peale selle peaks plaadi klass oskama lahendit
asendada elementidesse ja tulemust viljastada nii tabeli kui graafikuna, kasu-
tades Maple’i voimalusi.

Plaadile
mojuva koormuse

Plaadi
rajatingimuste
ette
andmine

etteandmine

"kasutab" -

Teised programmid | . _ "kasutab"

Plaadi
fuusikaliste
parameetrite ette
andmine

Ulesande
kirjeldamine

Plaadi
elementideks
jaotamine

~ = - "kasutab" Plaadi solmede

nummerdamine

_L - "kasutab"
Lahendusmeetodi
kirjeldamine

kasutab” - __ Arvutustapsuse
ette andmine
Labipaidegraafiku
\ Vastuse  \ | ____ wasutab' ~ =~ """ vaatlemine
Ulesande vaatamine ja [~
lahendaja kontrollimine /"~~~ _ _
~d 7=~ "Kasutab”
“kasutab" Tl Pingete
N graafiku
Labipainete vaatlemine

tabeli

Maatriksi K
trukkimine

arvutamine

Vektori FI

-

o "kasutab" o arvutamine
Realiseeritav osa L’ -
"kasutab"
Vorrandisusteemi -7
Iahepdamlseks ______ asutab' — - - - - - Vektori Fb
Ulesande __J1__"kasutab"- -~~~ vajaliku eeltoo arvutamine
i tegemine ~
lahendamine - g "asutab”
NN =" Rajatingimuste
\\ "kasutab" vorrandisse
> Ay asendamine
. .
\\
o . Vorrandisusteemi
kasu!ab lahendamine
N
N S
AN "kasutab"
\\\ \\ S~ ~

Lahendi
leidmine

N
N "kasutab"
N

\
\
N

Lahendi
elementidesse

asendamine Lahendi

kontrollimine

Joonis 20: Peamised tegevused 16plike elementide meetodi lahendamisel.
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2 Abiklassid

Et realiseerida elemente on vaja mitut abiklassi. Pohilised arvutustega seotud
klassid on kirjutatud kooskdlas N'TL-arvutusteegiga, et hiljem oleks vajadu-
se korral voimalik praegused klassid vastavate klasside vastu vahetada. Neist
kolm klassi — realarvude klass RR 2%, realaarvuliste vektorite klass vec_.RR
ja reaalarvuliste maatriksite klass mat_RR langevad tiielikult kokku NTL-
arvutusteegiga. Laiendatud vektorite klass ext_vec_RR ja horedate maatriksite
ning vektorite klassid sparse_vec_RR ja sparse_mat_RR vo6ib soovi korral iile
vaadata. Praktiliselt on viimasest kolmest klassist realiseeritud vaid laiendatud
vektorite klass, mis peab meeles, millised komponendid on arvutamatud. Seda
ldheb otseselt vaja rajatingimuste vektori f, arvutamisel. Horedaid maatrikseid
saab erinevalt harilikest maatriksitest hoida arvuti mé#lus nii, et héivatud on
vihem mélu. Kuna milu kasutus muutub probleemiks paljude s6lmede korral,
siis hetkel on need klassid realiseermata. Samas on nii jietud véimalus hiljem
probleemide korral antud klassid kasutusele votta. Kéik antud klassidega seotud
funktsioonid ja operaatorid on defineeritud failides abiklassid.h(definitsioonid)
ja abiklassid.cpp. Vastavad klassidiagrammid on jérgmisel lehekiiljel”

3 Vektorite ja s6lmede klassid

Lisaks suvalise pikkusega vektoritele on kolmandas ja neljandas peatiikkis oluli-
sel kohal kahe- ja kolmemootmelised vektorid. Enamus arvutustest, mida on va-
ja teha kujufunktsioonide koefitsentide ning integreerimisel oluliste {ilemineku-
maatriksite Q' ja J~! leidmiseks, on operatisioonid vektoritega. Just nel-
jandat peatiikki arvestades on kahemdotmeliste vektorite vektorkorrutis defi-
neeritud reaalarvuna. S6lmi v&ib vaadelda kui kahemd&dtmelisi vektoreid koos
jarjekorranumbriga. Vastavad klassid on: kahemod6tmeline vektor vect2D, kol-
memd&otmeline vektor vect3D ja solmede klass node. Peale tavalistele mate-
maatilistele operatsioonidele on realiseeritud sisestus-viljastusoperatsioonid: nii
harilikus kirjakujus kui kiimnendesituses. S6lmede korral on lisaks realiseeritud
erinevad solmede esitusviisid vastavalt Maple’i graafiku struktuurile. Veel on
solmede elemendis hoidmiseks realiseeritud solmede jirjendi klass node_list,
millele on lisatud tédiendavaid voimalusi salvestamiseks ja lugemiseks. Klassid
on koondatud failidesse node.h ja node.cpp ning neile vastavad klassidiagrammid
on toodud iilejargmisel lehel.

26praktiliselt on RR defineeritud kui sissehitatud tiiiip double.

27Klassidiagrammidel on piiritlejad tdhistatud jirgnevalt ”4”vastab piiritleja public,
? #”vastab piiritleja protected ja ”—” vastab piiritleja private. Funktsioonide ja operaatorite
véiljastatavad tiitibid voi klassid on funktsiooni 16pus kooloni jirel. Péritavad funktsioonid on
jarglaste klassides vélja toodud vaid siis, kui need on imber defineeritud.
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RR

friend abs(const RR &):RR
friend pow(const RR& x, const RR& y):RR

vec_RR

#long number_of_elements
#RR *element

+vec_RR():vec_RR

+vec_RR (vec_RR& b):vec_RR
+~vec_RR()

friend operator *(const RR& c, const vec_RR& b):vec_RR
friend operator -(const vec_RR& a):vec_RR
+operator *(const vec_RR& b):RR
+operator *(const RR& c¢):vec_RR
+operator *=(const RR& c):vec_RR
+operator +(const vec_RR& b):vec_RR
+operator +=(const vec_RR& b):vec_RR
+operator -(const vec_RR& b):vec_RR
+operator -=(const vec_RR& b):vec_RR
+operator =(const vec_RR& b):vec_RR
+operator [](long i):RR&

+operator()(long i):RR&

+kill()

+length():long

+SetLength(long n)

Erandkorras margib piiritleja
friend siin, vaid funktsiooni
seotust antud klassiga. Otsest
juurdepaasu atibuutidele
funktsioonil ei ole.

ext_vec_RR korral on koigis
funktsioonides indeksid
0..number_of_elements-1

ext_vec_RR

#insigned int *mask
#long number_of_excluded_elemnts
#long number_of_masks

+ext_vec_RR():ext_vec_RR
+ext_vec_RR(ext_vec_RR &vector):ext_vec_RR
+~ext_vec_RR()

-inline filter():insigned int

-inline index(long i):long

+exclude(long i)

+get_all_excluded(long **excuded_elements):long
is_excluded(long i):int
+number_of_excluded():long

+SetlLenght(long n)

sparse_vec_RR

mat_RR

#long number_of_columns
#long number_of_rows
#vec_RR *row

sparse_mat_RR

+mat_RR():mat_RR

+mat_RR (mat_RR& b):mat_RR
+~mat_RR()

friend operator *(const RR& c, const mat_RR& b):mat_RR
friend operator *(const vec_RR& a, const mat_RR& b):vec_RR
friend operator -(const mat_RR& a):mat_RR
friend transpose(const mat_RR& a):
+operator *(const mat_RR& b):mat_RR
+operator *(const vec_RR& b):vec_RR
+operator *(const RR& c¢):mat_RR
+operator *=(const RR& c):mat_RR
+operator *=(const mat_RR& b):mat_RR
+operator +(const mat_RR& b):mat_RR
+operator +=(const mat_RR& b):mat_RR
+operator -(const mat_RR& b):mat_RR
+operator -=(const mat_RR& b):mat_RR
+operator =(const mat_RR& b):mat_RR
+operator [[(long i):vec_RR&
+operator()(long i, long j):RR&

+kill()

+NumCols():long

+NumRows():long

+SetDims(long m, long n)

Joonis 21: Failidele abiklassid.h ja abiklassid.cpp vastavad klassidiagrammid.
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viobla s

#RR x
#RRy

+vect2D():vect2D

+vect2D(RR x, RR y):vect2D

friend crossprod2D(vect2D& a, vect2D& b):RR
friend operator *(RR& c, vect2D& a):vect2D
+operator *(vect2D& other):RR

+operator +(vect2D& other):vect2D

+operator +=(vect2D& other):vect2D
+operator -(vect2D& other):vect2D

+operator -= (vect2D& other):vect2D
+operator ==(vect2D& other):int

+operator [J(int i):RR&

+operator [](const char i):RR&

+display()

+load(const char *input):int

+load_sci(const char *input):int

+norm():RR

+save(FILE *output)

+save_sci(FILE *output)

node

#long label

+node():node

+node(RR x, RRy, long label=0):node
+operator ==(node& other):int
+operator==(vect2D& other):int
+operator[](const char* label):long&
+display()

+load(const char *input):int
+load_sci(const char *input):int
+plot_label(FILE* output)
+plot_label3D(FILE *output, RR z)
+plot_node(FILE *output)
+plot_node3D(FILE* output, RR z)
+save(FILE *output)
+save_sci(FILE *output)
+save_label(FILE *output )
+save_vect2D(FILE *output)
+vector():vect2D

node_list

node *nodes
shor int number_of_nodes

+node_list():node_list

+node_list(short int number):node_list

+node_list(short int number, node *new_nodes):node_list
~node_list()

+operator [J(short int i):node&

+display()

+get_node(long global_label):

+load(char * input):int

+load_sci(char * input):int

+plot_labels(FILE *output)

+plot_labels3D(FILE *output, short int number, RR *values)
+plot_nodes(FILE *output)

+plot_nodes3D(FILE *output, short int number, RR *values)
+reset_node_list(short int number, node *new_nodes)
+save(FILE *output)

+save_sci(FILE *output)

+save_labels(FILE *output)

+save_vect2D(FILE *output)

+set_labels(short int number, long *labels)

A

#RR x
#RRy
#RR z

+vect3D():vect3D

+vect3D(RR x, RR y, RR z):vect3D
friend crossprod(vect3D& a, vect3D& b):boolean
friend operator *(RR& c, vect3D& a):
+operator *(vect3D& other):RR
+operator +(vect3D oter):vect3D
+operator +=(vect3D& other):vect3D
+operator -(vect3D& other):vect3D
+operator -= (vect3D& other):vect3D
+operator ==(vect3D& other):int
+operator [](int i):RR&

+operator [](const char i):RR&
+arguments():vect2D

+display()

+load(const char *input):
+load_sci(const char *input):int
+norm():RR

+save(FILE *output)

+save_sci(FILE *output)

Joonis 22: Failidele node.h ja node.cpp vastavad klassidiagrammid.
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4 Erinevad interpolatsiooni klassid

Kuna integreerimine toimub ligikaudselt ja tehnilisel on raske esitada suva-
list funktsiooni programmi sisendina, siis interpoleerime rajatingimusi, koor-
must ja elastsusmaatriksit elemendi lokaalses teljestikus. Selleks kasutame kah-
te tiitipi interpoleerivaid klasse: iihemddtmelisi suuruseid interpoleerivaid klasse
const_boundary_function ja linear_boundary_function ning kahem&otme-
lisi interpoleerivaid klasse NE4_scalar_field_element (NE4*) ja KE3_sca-
lar_field_element (KE3*). Peale interpolatsiooni on klassidel defineeritud veel
sisestus- ja viljastusoperatsioonid. Uhemodtmelise interpolatsiooni klassid on
koondatud failidesse boundary_condition.h ja boundary_condition.cpp. Interpo-
leerimisldiguks on 16ik [0, 1]. Lineaarse interpolatsiooni korral on esimene solm
punktis 0 ja teine punktis 1.

Kahemdotmeline interpolatsiooniklassid on failides field.h ja field.cpp. Li-
saks on nendes failides diskreetse punktivilja klass discrete_field, mis sisal-
dab endas kolmemd&otmelisi vektoreid, mille esimesed kaks komponenti naitavad
véljapunkti asukohta ja kolmas vilja viadrtust. Vastavate operatsioonidega voib
viljast eraldada punkte, mis asuvad kolmnurgas, nelinurgas ja 16igul.

Pideva vilja klassid kasutavad interpoleerimiseks vastavaid kujufunktsioone
ning védrtuse arvutamine toimub vastavalt valemile (2.13), mistdttu saab inter-
polatsiooni defineerida juba abstraktses baasklassis basic_scalar_field_element.
Interpolatsiooni sdlmed vastavad kolmnurkse elemendi (KE3*) korral joonise 13
kolmele esimesele punktile ja nelinurkse elemendi korral joonise 17 punktidele.
Veel on realiseeritud elastsusmaatriksi klass elasticity _matrix, kus interpolee-
ritakse suurusi F, ¢ ja v vastavalt elemendi kujule klassidega (KE3*) voi (NE4*)
ning interpolatsiooni punktid on voetud analoogselt.

5 Kujufunktsioonide klassid

Erinevate elementide kujufunktsioonide klassid on koondatud failidesse sha-
pe_function.h ja shape_function.cpp. Esiteks on realiseeritud abstraktne baas-
klass shape_functions, mis on vajalik vaid tehnilistel pohjustel ning seetdttu
on arvutuslikud funktsioonid on virtuaalsed. Kujufunktsioonide vektori N© gra-
diendi VIN® ja maatriksi B® arvutamine toimub efektiivsuse huvides libi vii-
dete st. muudetakse sisendis olevat vektorit(maatriksit) mitte ei anta tulemus
funktsiooni véljundina. See voimaldab kokku hoida méningase aja mis kulub
objektide loomiseks ja milu holvamiseks ja vabastamiseks. Uksikute elementi-
de kittesaamiseks olevad funktsioonid pole realiseeritud, kuna neid pole 16plike
elementide meetodi korral vaja. Need on defineeritud igaks juhuks, et klass oleks
téaielik. Baasklassist polvnevad kohe kolmandas peatiikis olevad kujufunktsiooni-
de klassid: KE4 _shape_functions, KE6_shape_functions, NE4_shape_func-
tions ning RE8_shape_functions. Koik koefitsendid on voetud loomulikus
jirjestuses vastavatest valemitest. Kujufunktsioonide védrtused arvutatakse lo-
kaalses teljestikus: kolmnurkse Sablooni korral on selleks £; Lo-teljestik ja neli-
nurkse elemendi korral &n-teljestik.

Peale nende on realiseeritud pideva vélja interpoleerimiseks tarvilikud klas-
sid KE3_ field_functions ja NE4_ field_functions. Kuna vilja interpoleeri-
misel pole tarvis teada gradienti VN ja maatriksit B, siis polvnevad need funkt-
sioonid vahepealsest abstraktsest klassist field_functions, mis annab vastava-
te poordumiste korral veateate. Klass KE3_field functions esitab kolmnurga
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pindalakoordinaate N® = (L3, L3, L3) ja klass NE4_field _functions esitab ku-
jufunktsioone (3.26).

Koik kujufunktsioonid on testitud vorreldes kujufunktsioonide N¢, gradiendi
VNE€ ja maatriksi B® viidrtusi Maple’is saadud tulemustega. Selleks kasutasime
tihedat ruudustiku, kus punktide arv iiletas mitmekordselt poliinoomi kordajate
arvu, et véltida juhuslikust s6ltuvusest tulenevaid peidetud erinevusi. Nelinurk-
se elemndi korral sai voetud 6 x 6 ruudustik ja kolmnurkse elemendi korral
10 x 10 ruudustiku alumine pool. Testi tulemused on failides: KFE4testl.mws,
KE6testl.mws, NEjtestl. mws ja REStestl.mws.
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Joonis 25: Failidele shape_functions.h ja shape_functions.cpp vastavad klassidiag-
rammid.
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6 Elementide klassid

Koik elemendid périnevad abstraktsest klassist basic_element, mis sisaldab
endas artibuutidena sélmi, rajatingimusi, normaalide orientatsiooni, kordaja-
te vektorit a®, kujufunktsioone, koormuse ja elastsusmaatriksi interpolatsioo-
ne ning diskreetset koormust. Lisaks sellele on kogu klassil {ihised integreeri-
missolmed ja -kordajad: XT ja h on vastavalt 1digu [0, 1], P ja hh on ruudu
[-1,1]x[—1, 1] ning @ ja H on sabloonkolmnurga integreerimissdlmed ja -korda-
jad. Lisaks on veel iileliigsete arvutuste véltimiseks 1oigu[—1, 1] integreerimis-
punktid XT1. Muutujate esimene indeks niitab valemi numbrit 28. Integree-
rimiskordajate ja sdlmede via#rtustamiseks on klassist séltumatu funktsioon
init_integration. See on tarvis programmis iiks kord enne integreerimist vilja
kutsuda. Selle tulemusena arvutatakse vilja integreerimissélmed ja -kordajad.
See lihenemine voimaldab klassi RR arvutustidpsust muuta ilma, et tekiks
komplikatsioone integreerimisvalemite tdpsusega. Integreerimisvalemite sisen-
diteks on funktsiooni vairtused vastavates sdlmedes ja viljundiks on kvadra-
tuurvalemi véédrtus. Integreerimisvalemid on testitud, kasutades koiki vastavat
jirku tihikmonoome ja vorreldes Maple’i tdpseid tulemusi ligikaudsetega. Integ-
reerimisega seotud funktsioonides realiseerimata diskreetse koormusele vastava
integraali leidmine(add_dickrete_integral_to_F1).

Elementide KE6 ja RES8 korral on tarvis servade normaalides suund iga
elemendi korral eraldi mé&irata, et poleks mérgi erinevusi elemendi tingimus-
te vektori a® ja globaalse tingimuste vektori a vahel. Selleks on funktsioon
set_orientation, kus sisendi vastava biti viirtus méiirab dra vastava serva nor-
maali orientatsiooni. Biti vdirtusele iiks vastab vilisnormaal ja nullile sisenor-
maal. Peale selle on realiseeritud mitmesuguseid visualiseerivaid funktsioone,
mis loovad elemendile vastava Maple'i graafiku struktuuri. Funktsioon plot2D
joonistab elemendi kahem6dtmelise kujutise koos solmede ja rajatingimustega.
Esimest tiitipi tingimusele vastab punane, teist tiiiipi tingimusele sinine, kol-
mamdat tiilipi tingimusele roheline ning tundmatut tiitipi tingimusele lillakas
serv ning rajatingimusteta serv on must. Elemendi salvestamine ja lugemine
toimub tekstilisel kujul:

***ELEMENT (
NODES([1,0,1],[0,1,2],[0,0,3],[0.5,0.5,4],[0.5,0.0,5],[0,0.5,6]),
LOADING(0,0,0),

ELASTICITY(E(1,1,1),t(3,4,1),nu(1,3,7)),
DISCRETELOADING([0,0,1],[0.5,0.5,10]1),

BOUNDARY (ORIENTATION(7),[0,1,F1(1,1),F2(0,0)1,[2,2,F1(1,1),F2(0,0)1)
)

Esimesel real on elemendi tiitip, teisel real on elemendi sélmed. Nurksulgudes
olevad esimesed kaks komponenti on elemendi koordinaadid globaalses teljesti-
kus ja viimane on s6lme number. Need on kohustuslikud read. Seejéirel saab anda
elemendi koormuse ja elastsusmaatriksi andes funktsioonide vaidrtused interpo-
latsioonisolmedes. Diskreetse koormuse punktid on antud lokaalses teljestikus.
Rajatingimustest on esimene normaalide orientatsioon, seejérel tulevad raja-
tingimused. Esimene komponent nurksulgudes néitab elemendi serva ja teine
rajatingimuse tiiiipi?°. Seejirel on antud kahe rajafunktsiooni vé#rtused inter-

polatsioonisélmedes. Tingimuse 0 korral on F'1 = w ja F2 = ‘g—ﬁ, tingimuse 1

28Gee vastab neljadas peatiikis esitatud valemite jirjekorrale, kui alustada nummerdamist
nullist. Integreerimismeetodid on nummerdatud alates iihest.
29Nummerdamist alustatakse molema, korral nullist.
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korral F1 = w ja F2 = My, ning 2 korral F1 = Q. + 2m ja F2 = M,,.
Interpolatsioonisélmed tuleb anda piki serva vastu pideva. Rajafunktsioonid pa-
rametriseeritakse suhtelise pikkuse abil st. f; = f({), kus ¢ = ﬁ, kusjuures
ithe elemendi kiilgedel peab olema sama liiki aproksimatsioon. Elemendi 16petab
eraldi real seisev sulg Koik tingimused tuleb anda eraldi ridadel ilma vahedeta.

Elemendi sdlmed tuleb anda vastavalt kolmandas peatiikis toodud jooniste-
le st. vastupdeva. Plaadi sdlmede nummerdamisel on oluline, et esimese s6lme
number oleks 0 ja jargnevalt poleks iihtegi arvu vahele jdetud — see tagab tiihjade
ridadeta maatriksvorrandi tekkimise. Realiseeritud elementide korral on voima-
lik muuta korraga sama tiiiipi elementide iihe- ja kahemoétleliste kvadratuur-
valemite integreerimisjirku®? kasutades funktsioonine set_x**_integration_order.
Algselt on elementidel KE6 ja RES8 nii iihe- kui ka kahemddtmeline integree-
rimisjérk kaks. Sellest piisab konstantse koormuse ja elastsusmaatriksi korral
tapseks integreerimiseks. Elemendil s6lmede korral kontrollitakse, et vastavad
solmed asuksid kiilgede keskel ning vajaduse korral muudetakse sdlmede asu-
kohta. Elemendi RES8 korral kontrollitakse lisaks sellele elemendi taisnurksust.
Funktsiooni set_RES-deflection voimalik m#drata, kui palju vdivad elemendi
nurgad ¢; erineda téisnurgast. Erinevuse moddupuuks on cot ¢;, mis viikeste
nurkade korral on ligikaudu vérdne korvalekaldega tiisnurgast radiaanides.

Maatriksid inv_Q ja inv_J ei ole vordsed maatriksitega Q! ja J 1, vaid
avaldistes (4.12),(4.13),(4.3) ja (4.4) paremal pool olevad maatriksid(ilma eesole-
va kordajata). See suurendab arvutuste efektiivsust, kuna moningad jagamised
saab taandada.

Koikide elementide abstraktne baasklass basic_element asub failides ba-
sic_element.h ja basic_element.cpp. Elementide KE6 ja RES klassid asuvad fai-
lides KE6_element.h, KE6_element.cpp, RES_element.h ning RES_element.cpp.
Elemente RES8 ja KE6 on testitud kontrollides integreerimist Sabloonelemen-
dis ja lisaks suvaliselt valitud proovielemedis. Testprogrammid on vastavalt
KEG6test].cpp ja REStestl.cpp ning neile vastavad Maple’i t66lehed viljundite
kontrollimiseks KE6test2.mws ja REStest2.mws. Jargnevalt toome klassidele
vastavad diagrammid.

30Kui shabloon on kolmnurkne, siis on integreerimisjérk tipselt integreeritava poliinoomi
”?maksimaalne” aste. Ristkiiliku kujulise Sablooni korral on see integreeritava poliinoomi ”mak-
simaalne” aste £ ja n suhtes.
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basic_element

#short int number_of_nodes
#node_list nodes

#short int number_of_boundary_sides
#short int *boundary_sides

#short int *boundary_type
#basic_boundary_function (*boundary_function)[2]
#short int orientation

#vec_RR Ae

#shape_functions *shape_function
#discrete_field *discrete_load
#basic_scalar_field *element_load
#elasticity_matrix D

#static RR h[4][4]

#static RR hh[4][16]

#static RR H[5][7]

#static RR XI[4][4]

#static RR XI1[4][4]

#static vect2D P[4][16]

#static vect2D Q[5][7]

+virtual~basic_element()

#inline end_element(FILE *output, char *buffer, int buffer_size)
#inline parse_line(char *line)

#inline strcount(const char *haystack, const char *needle)
#add_discrete_integral_to_FI(vec_RR vector)
#extend_and_add_dicrete_integral_to_Fl(vec_RR Global_FI)
#int_gauss1D_*(RR *f):RR

#int_gauss2D_*(RR *f):RR

#int_triangle_*(RR *f):RR

#load_boundary_condition(char *input):int

#w(xi, eta):RR

+display_boundary()

+display_nodes()

+display_all()

+get_Ae()

+virtual plot_boundary(FILE *output)

+plot_labels2D(FILE *output)

+plot_nodes2D(FILE *output)

+plot2D(FILE *output)

+virtual plot_labels3D(FILE *output):

+virtual plot_nodes3D(FILE *output)

+virtual plot_w(FILE *output, short int new_grid[2]=0)

+plot3D(FILE *output)

+virtual load(FILE *output):int

+virtual save(FILE *output)

+virtual reset_boundary_functions(short int number, RR (*new_x)[2], RR (*new_y)[2])
+virtual reset_boundary_functions(short int number, RR *new_x, RR *new_y)
+virtual reset_nodes(short int number, nodes* new_nodes)

+virtual reset_discrete_loading(long number, vect3D new_sources=0)
+set_Ae(short int number, RR *new_Ae)

+set_border(short int number, short int *sides)
+set_elasticity_matrix(short int number, RR *new_E, RR *new_t, RR *new_ny)
+set_loading(short int number, RR *new_values)
+set_orientation(short int orientation)

+virtual evolate_Fb(ext_vec_RR& Fb ):

+virtual evolate_Fl(vec_RR &FI)

+virtual evolate_K(mat_RR& K)

+virtual extend_Fb(sparse_vec_RR global_Fb)

+virtual extend_Fl(sparse_vec_RR global_FI)

+virtual extend_K(sparse_mat_RR global_K)

Joonis 26: Failidele basic_element.h ja basic_element.cpp vastavad klassidiagram-
mid.
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KE6_element

-enum{number_of_shape_functions=6}
-mat_RR inv_J

-mat_RR inv_Q

-RR det_J

-static short int grid[2]={10,10}

-static short int order_of_1Dintegration
-static short int order_of_2Dintegration

+KE6_element():KE6_element

+KE6_element(node new_nodes[6], new_orientation=7):KE6_element

+~KE6_element()

friend set_KE6_grid(short int x, short int y)

friend set_KEG6_integration_order(short int order1D, short int order2D)

-inline plot_rectangle(FILE *output, float x0, float yO0, float z0, float x1, float y1, float z1,
float x2, float y2, float z2, float x3, float y3, float z3, const char *eraldaja="")

-inline plot_triangle(FILE *output, float x0, float yO0, float zO0, float x1, float y1, float z1,
float x2, float y2, float z2, const char *eraldaja="")

-add_and_extend_to_Fb(ext_vec_RR Global_Fb, short int side_index)

-add_to_Fb(ext_vec_RR vector, short int side_index)

-correct_nodes()

-correct_nodes(nodes nodes[6])

-inverse_transformation(vect3D& point)

-inverse_transformation(vect2D& point)

-set_coefficents(const vect2D& 112, const vect2D& 123, const vect2D& 131)

-set_inv_J(const vect2D& 112, const vect2D& 123, const vect2D& 131)

-set_inv_Q(const vect2D& 112, const vect2D& 123, const vect2D& 131)

+virtual evolate_Fb(ext_vec_RR& vector)

+virtual evolate_Fl(vec_RR& vector)

+virtual evolate_K(mat_RR& matrix)

+virtual extend_Fb(ext_vec_RR& Global_Fb)

+virtual extend_Fl(vec_RR& Global_FI)

+virtual extend_K(sparse_mat_RR& K)

+virtual load(FILE *input):int

+virtual plot_boundary(FILE *output)

+virtual plot_labels3D(FILE “output)

+virtual plot_nodes3D(FILE *output)

+virtual plot_w(FILE *output, short int new_grid[2]=0)

+virtual reset_discrete_field(long number, vect3D *new_sources=0)

+virtual reset_nodes(short int number, node “new_nodes)

+virtual save(FILE *output)

Joonis 27: Failidele KE6_element.h ja KE6_element.cpp vastavad klassidiagram-
mid.
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RE8_element

-enum{number_of_shape_functions=8}
-mat_RR inv_J

-mat_RR inv_Q

-RR S

-static RR max_deflection

-static short int grid[2]={10,10}

-static short int order_of_1Dintegration
-static short int order_of_2Dintegration

+RES8_element():RE8_element

+RE8_element(node new_nodes[8], new_orientation=15)
~RE8_element|()

friend set_RE8_deflection(RR max_deflection):

friend set_RE8_grid(short int x, short int y):

friend set_RE8_integration_order(short int order1D, short int order2D):integer
-add_to_Fb(ext_vec_RR vector, short int side_index):
-add_and_extend_to_Fb(ext_vec_RR Global_Fb, short int side_index):
-correct_nodes():

-correct_nodes(nodes nodes[8])

-inverse_transformation(vect3D& point):
-inverse_transformation(vect2D& point):

-set_coefficents(const vect2D& 112, const vect2D& 123):
-set_inv_J(const vect2D& 112, const vect2D& 123):

-set_inv_Q(const vect2D& 112, const vect2D& 123):
-unrectangular(const vect2D& 112, const vect2D& 123):boolean

+virtual evolate_Fb(ext_vec_RR& vector):

+virtual evolate_Fl(vec_RR& vector):

+virtual evolate_K(mat_RR& matrix):

+virtual extend_Fb(ext_vec_RR& Global_Fb):

+virtual extend_Fl(vec_RR& Global_Fl):

+virtual extend_K(sparse_mat_RR& K):

+virtual load(FILE *input):

+virtual plot_boundary(FILE *output):

+virtual plot_labels3D(FILE *output):

+virtual plot_nodes3D(FILE *output):

+virtual plot_w(FILE *output, short int new_grid[2]=0):

+virtual save(FILE *output):

+virtual reset_discrete_loading(long number, vect3D *new_sources=0):
+virtual reset_nodes(short int number, node *new_nodes)

Joonis 28: Failidele RES8_element.h ja RES8_element.cpp vastavad klassidiagram-
mid.
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Summary

The Finite Element Method

Sven Laur

Many practical engineering problems are connected with static loading. Main
goal is usually to estimate deformations caused by loading. Sometimes it’s also
important to get approximate values of critical loading. Mathematical formaliza-
tion of the problem usually gives a rise to the sophisticated partial differential
equations which are hard or even impossible to solve. This is a main motivation
for using various numerical methods in the stress analysis. The finite element
method is one of them. It is widely used for engineering because it is effective
and gives good results as long it’s applied in proper way.

This paper mainly tries to solve various problems which will arise when so-
meone tries to implement finite element modeling in plate theory. In the first
section we introduce main concept of stress theory and Kirchhoff’s plate theory.
We will formulate equilibrium condition, constitutive and kinematic relations
for plates. In the second section we establish weak form of equilibrium equa-
tion for plates and introduce main principles of the finite element method. The
third and the fourth section is concentrated on various practical problems which
accompany the finite element method. We study four plate elements, establish
shape functions and according derivatives for each element. We also discuss
wide range of integration problems from integral transformations to numerical
integration methods. Last section describes how we plan to implement finite
element method and what is already done. The section contains various UML
class diagrams and brief description of implemented classes.
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